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Funz Optimization Toolbox: Ottimizzazione non vincolata (fminunc)




Ottimizzazione vincolata: lineare (linprog)








      Quadratica (quadprog)








       Nonlineare (fmincon)
Cosa è l’ Optimization Toolbox?

L’Optimization toolbox è una collezione di funzioni che estende le potenzialità del Matlab. 
2. Ottimizzazione: funzioni del Matlab base:

	Scalar Minimization
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	fminbnd
	Golden Section Search+Parabolic Interpolation [1]

	Unconstrained Minimization
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	fminsearch

	Nedler-Mead Simplex Method [2]



1) Minimizzazione di funzioni in una variabile
Data una funzione di una sola variabile, si può calcolare il minimo locale usando la funzione in un dato intervallo fminbnd.  Per esempio se vogliamo trovare il minimo della funzione: 
y = 1 ./ ((x-.3).^2 + .01) + 1 ./ ((x-.9).^2 + .04) - 6;

nell’ intervallo (0.3, 1), usiamo fminbnd:
y=@(x)  1./ ((x-.3).^2 + .01) + 1./ ((x-.9).^2 + .04)-6;

x = fminbnd(y,0.3,1)
che fornisce
 x =

    0.6370

Si può richiedere una tabella mediante il commando optimset.
x = fminbnd(y,0.3,1,optimset('Display','iter'))

 Func-count     x          f(x)         Procedure

    3       0.567376      12.9098        initial

    4       0.732624      13.7746        golden

    5       0.465248      25.1714        golden

    6       0.644416      11.2693        parabolic

    7         0.6413      11.2583        parabolic

    8       0.637618      11.2529        parabolic

    9       0.636985      11.2528        parabolic

   10       0.637019      11.2528        parabolic

   11       0.637052      11.2528        parabolic

Optimization terminated:

 the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.000000e-004 

x =

    0.6370
La tabella mostra il valore corrente di x e di f(x). L’ultima colonna mostra quale procedura è stata usata ad ogni iterazione (sezione aurea del segmento o interpolazione parabolica). 

Esercizio

Trovare il minimo della funzione =sin(x) sull’intervallo [0,2*pi].

Soluzione
x = fminbnd(@sin,0,2*pi,optimset('Display','iter'))
Func-count     x          f(x)         Procedure

    1        2.39996      0.67549        initial

    2        3.88322     -0.67549        golden

    3        4.79993    -0.996171        golden

    4        5.08984    -0.929607        parabolic

    5        4.70582    -0.999978        parabolic

    6         4.7118           -1        parabolic

    7        4.71239           -1        parabolic

    8        4.71236           -1        parabolic

    9        4.71242           -1        parabolic

Optimization terminated:

 the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.000000e-004 

x =

    4.7124

2) Minimizzare una funzione di più variabili
La funzione fminsearch è simile ad fminbnd a parte il fatto che minimizza una funzione di più variabili e si deve specificare un vettore iniziale x0 invece di un intervallo. fminsearch restituisce un vettore x che è il minimo locale della funzione data nelle vicinanze del punto dato x0.  

Esempio

Cercare il minimo della seguente funzione di tre variabili:
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nelle vicinanze di: x0 = -0.6, y0 = -1.2, e z0 = 0.135.
soluzione

>>three_var=@(x)  x(1).^2 + 2.5*sin(x(2)) - x(3)^2*x(1)^2*x(2)^2;
>>v0 = [-0.6 -1.2 0.135];

>>a = fminsearch(three_var,v0)

>>a =

    0.0000   -1.5708    0.1803

  Algoritmo implementato
Fminsearch implementa il metodo del simplesso di Nedler-Mead. Date n variabili, il metodo Nedler Mead crea un simplesso di n+1 vertici (1 triangolo in 2d, una piramide in 3d, etc.) che si muove, si espande o si contrae distorcendo la sua forma nel tentativo di trovare il minimo.
Il metodo del simplesso di Nedler-Mead, che non deve essere confuso con il metodo del simplesso di Dantzig, è appropriato quando la funzione obiettivo è discontinua. E’tuttavia lento nella convergenza già per n=10.

Esercizio

Minimizzare la funzione z=sin(x+y)+3 nelle vicinanze del punto (0, pi/4) e rappresentare graficamente la funzione e il suo minimo.
soluzione

>>z=inline(‘sin(x(1)+x(2))+3’);
(oppure: z=@(x) sin(x(1)+x(2))+3)
>>x=fminsearch(z,[0,pi/4])

>>x =

0.029 -1.5737
Grafico

>>[X,Y]=meshgrid(-3:0.1:2);

 >>Z=sin(X+Y)+3;

 >>meshc(X,Y,Z),hold on

 >>x1=0.0029; y1=-1.5737; z1=sin(x1+y1)+3;

 >>plot3(x1,y1,z1,'*r')
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3. Optimization toolbox
	Unconstrained Minimization
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	fminunc
	Quasi-Newton Method+line search [3-6]

	Linear
 Programming
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	linprog
	Dantzig Simplex Method [7]

	Quadratic 
Programming
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	quadprog 
	Projection Method [8]

	Constrained 
Minimization
	
[image: image8.wmf]ub

x

lb

beq

Aeq

b,

Ax

0,

ceq(x)

0,

c(x)

c.v.

 x vettore

,

 

x)

(

min

£

£

=

£

=

£

f


	fmincon
	Sequential Quadratic Programming+Line Search [8] 
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Impostazione del problema in Matlab
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- Matlab considera solo minimi (la ricerca di un massimo di f(x) si deve trasformare in quella del minimo di –f(x))
- In Matlab è importante l’ordine dei vincoli:
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-Se i vincoli sono non lineari a destra ci deve sempre essere lo zero

esempio:
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4. Minimizzazione non vincolata :fminunc
minimo di una funzione in più variabili
Consideriamo il problema di trovare un insieme di valori [x1, x2] che risolve 
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>>f = @(x) exp(x(1))*(4*x(1)^2+2*x(2)^2+4*x(1)*x(2)+2*x(2)+1);

>>x0 = [-1,1];    % Starting guess

>>options = optimset('LargeScale','off'); % applica un metodo Quasi Newton 
>>[x,fval,exitflag,output] = fminunc(f,x0,options);

>>x =

      0.5000   -1.0000  % soluzione
>>fval =1.0983e-015 % valore della funzione in x
>>exitflag =

     1 % l’algoritmo converge
>>output = 

       iterations: 7

        funcCount: 40

         stepsize: 1 %final stepsize
    firstorderopt: 9.2801e-004 % norma infinita del gradiente della soluzione
        algorithm: 'medium-scale: Quasi-Newton line search'

options  è una struttura in cui si può definire ad esempio la tolleranza voluta. Per definire le options volute si usa optimset.
options = optimset('LargeScale','off');

In questo esempio abbiamo disattivato l’algoritmo large scale e quindi verrà usato un medium scale.
provare

>>options=optimset(‘fminunc’) % elenco delle options di fminunc
Algoritmo:
per default fminunc usa un algoritmo large scale (basato su un interior-reflective Newton method).
Ponendo options=optimset(‘Large Scale’ ‘off’ ) fminunc applica un BFGS Quasi-Newton method con una line search quadratica e cubica.
Esercizio fminunc 2
Minimizzare la funzione
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usando fminunc 
Soluzione

>>myfun3=@(x) 3*x(1)^2+2*x(1)*x(2)+x(2)^2

>>options=optimset('LargeScale','off');
>>x0 = [-1.9, 2];

 >>[x,fval,exitflag,output,grad,Hessian]=fminunc(myfun3,x0,options)
>>x =

  1.0e-006 *

   -0.4194   -0.6393

fval =

  1.4727e-012

exitflag =

     1

output = 

       iterations: 8

        funcCount: 27

         stepsize: 1

    firstorderopt: 3.8398e-006

        algorithm: 'medium-scale: Quasi-Newton line search'

          message: [1x85 char]

grad =

  1.0e-005 *

   -0.3840

   -0.2132

Hessian =

    6.0000    2.0000

    2.0000    2.0000
Esercizio fminunc 2 (NO)
Minimizzare la funzione
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Usare fminunc conoscendo anche il gradiente analitico.

Soluzione

% myfun.m
function [f,g]=myfun3(x)

f=3*x(1)^2+2*x(1)*x(2)+x(2)^2;

    g(1)=6*x(1)+2*x(2);

    g(2)=2*x(1)+2*x(2);

global iterations

iterations = [iterations; x];

% es_fminunc.m

clear

options=optimset('LargeScale','off','GradObj','on');
x0 = [-1.9, 2];

global iterations

iterations = x0;

[x,fval,exitflag,output,grad,Hessian]=fminunc(@myfun3,x0,options)
Optimization terminated: relative infinity-norm of gradient less than options.TolFun.

x =

  1.0e-006 *

   -0.4045   -0.6617

fval =

  1.4640e-012

exitflag =

     1

output = 

       iterations: 8

        funcCount: 9

         stepsize: 1

    firstorderopt: 3.7504e-006

        algorithm: 'medium-scale: Quasi-Newton line search'

          message: [1x85 char]

grad =

  1.0e-005 *

   -0.3750

   -0.2132

Hessian =

     6     2

     2     2
grafico

 [X,Y]=meshgrid([-2:0.1:2],[-6:0.1:4]);

 Z=3.*X.^2+2.*X.*Y+Y.^2;

 mesh(X,Y,Z)

 hold on

x1=iterations(:,1);

y1=iterations(:,2);

z1=3.*x1.^2+2.*x1.*y1+y1.^2;

 hold on

 plot3(x1,y1,z1,'*r')
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4.1.Options Display & Diagnostic 

La sequenza delle iterate, i corrispondenti valori della funzione obiettivo, il gradiente e l’Hessiano sono le informazioni principali usate per valutare ogni ottimizzazione.

Se un’ottimizzazione si sta comportando in modo imprevisto, o fornisce risultati non attesi, un attento esame degli output iterativi è spesso il miglior punto di partenza per incominciare la diagnostica.

L’Option display può essere usata per vedere l’output di ogni funzione dell’Optimization Toolbox sul command window. I parametri dell’Option display sono:

-‘off’

non mostra nessun output

-‘iter’

mostra l’output ad ogni iterazione

-‘final’

mostra solo l’output finale

-‘notify’
mostra l’output solo se exitflag<=0
esempio:

options=optimset('LargeScale','off', ' display ', 'iter');
 x0 = [-1.9, 2];

x=fminunc(@myfun,x0,options)
4.2.Fine dell’ottimizzazione

Quando il processo di ottimizzazione finisce? Quando Converge?

Il processo di ottimizzazione termina quando alcune tolleranze sono raggiunte.

Le tolleranze possono essere cambiate usando le seguenti options:

-TolX

 valore della tolleranza per x

-TolFun
 valore della tolleranza per i valori della funzione

-MaxIter
 massimo numero di iterazioni consentite

-MaxFunEvals
  massimo numero di chiamate alla function concesse

quasi tutte le funzioni di ottimizzazione (a parte fminsearch= metodo del simplesso) si fermano quando una delle precedenti tolleranze è raggiunta.

Le tolleranze controllano qual è il carico computazionale per risolvere un particolare problema di ottimizzazione.

L’output opzionale exitflag fornisce un riassunto dei controlli delle tolleranze: è positivo quando l’ottimizzazione converge, zero quando o MaxIter o MaxFunEvals superano la tolleranza stabilita e negativo altrimenti.

provare
>>options=optimset(‘fminunc’) % elenco delle options di fminunc
>> optimget(options, ‘TolX’)  %per conoscere TolX
ans =

  1.0000e-006

>> options=optimset('tolX', 1.0000e-4) % per cambiare la tolleranza
5.Ottimizzazione vincolata

5.1. Input/Output/ Options delle funzioni di ottimizzazione vincolata

Tutte le funzioni dell’Optimization toolbox di ottimizzazione vincolata hanno una sintassi simile per gli inputs e gli outputs. Per esempio:

[x, fval, exitflag, output, lambda, grad,hessian]=

fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,Beq,lb,ub,nonlcon,options)
Inputs:

-La funzione da ottimizzare (fun)

-Un guess iniziale per l’ottimizzatore locale (x0)

-Limiti e constraints sulle variabili (A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon)

-Options relative all’esecuzione degli algoritmi (options)

Matrici vuote [] possono essere usate al posto di input mancanti

Outputs:

-l’ottimizzazione locale (x)

-il valore della funzione nel punto di ottimo (fval)

-informazioni sulla convergenza (exitflag)

-Informazioni sull’esecuzione (outputs)

-Informazioni sulla sensitività ai constraints (lambda), pendenza(grad), e concavità (Hessiano)

Struttura options

La struttura options si usa:

-per esaminare le options default:

options=optimset(‘function_name’)

-per ridefinire nuove options:

options=optimset(‘field_name’,’field_value’).

-per vedere il valore del parametro corrente:

optimget(options,’field_name’)

provare
>>options=optimset(‘fmincon’)

>>options=optimset(’MaxIter’,500)

>>optimget(options,’Maxiter’)

per la descrizione dei possibili parametri di options:

>>doc optimset
5.2.Linear Programming: LINPROG
La programmazione si dice lineare quando sia la funzione obiettivo che i vincoli sono lineari:

La funzione obiettivo
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sottoposta ai vincoli lineari
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Sintassi

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options)

[x,fval] = linprog(...)

[x,fval,exitflag] = linprog(...)

[x,fval,exitflag,output] = linprog(...)

[x,fval,exitflag,output,lambda] = linprog(...)

Descrizione degli inputs
x = linprog(f,A,b) risolve min f'*x such that A*x <= b. 

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq) risolve il problema con in più vincoli di uguaglianza Aeq*x = beq. Porre A=[] and b=[] se non ci sono vincoli di disuguaglianza.. 

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub) definisce un insieme di limiti inferiori e superiori in modo che la soluzione x risulti: lb <= x <= ub. Porre Aeq=[] e beq=[] se non esistono disuguaglianze. 

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0) si inserisce l’ approssimazione iniziale x0. Tale option è disponibile solo per i ‘medium scale’.
x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options) minimizza secondo la struttura options specificata. Usare optimset per stabilire le options se necessario. 

[x,fval] = linprog(...) ritorna il valore della funzione obiettivo nella soluzione specificata. 

Lambda: moltiplicatori di Lagrange: separati per tipi di constrains:


Lower: Lower bound lb


Upper: upper bound ub


Ineqlin: linear inequality


Eqlin: Linear equality

Algoritmo:

Il large scale è basato su LIPSOL (Linear Interior Point Solver)
Per applicare il metodo del simplesso di Dantzig si devono fissare le options:

 options=optimset('LargeScale','off', 'Simplex', 'on');

Il metodo genera una sequenza di iterate muovendo l’approssimazione della soluzione da un vertice della regione accettabile (feasible) ad  uno adiacente con un valore più basso della funzione obiettivo.

provare
>>doc linprog

esempio:

Trovare x che minimizza la funzione:
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soluzione
 f=[-5;-4;-6];

 A=[1 -1 1

3 2 4

3 2 0];

 b=[20;42;30];

 lb=zeros(3,1);

options=optimset('LargeScale','off', 'Simplex', 'on');

 [x,fval,exitflag,output]=linprog(f,A,b,[],[],lb,[],[],options)
>>Optimization terminated.

>>x =

     0

    15

     3

fval =

   -78

exitflag =

     1

output = 

      iterations: 3

       algorithm: 'medium scale: simplex'

    cgiterations: []

         message: 'Optimization terminated.
5.3. Programmazione Quadratica: QUADPROG
Risolve il problema della programmazione quadratica.
F quadratica, vincoli lineari

Obiettivo: 
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Vincoli:
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Esempio:
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parte quadratica H
parte lineare h
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H=[2,0.5;0.5,2]    h=[2,1];

x=quadprog(H,h,A,b)




f. obiettivo

sintassi:
x = quadprog(H,f,A,b)

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq)

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,lb,ub)

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0)

x = quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options)

[x,fval] = quadprog(...)

[x,fval,exitflag] = quadprog(...)

[x,fval,exitflag,output] = quadprog(...)

[x,fval,exitflag,output,lambda] = quadprog(...)

Algoritmo:

Large scale: interior reflective Newton Method

Medium scale: projective method

Esempio

Trovare il valore di x che minimizza la funzione:
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soluzione

La funzione f può essere scritta in forma matriciale come:
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 H=[1 -1; -1 2];

 h=[-2;-6];

A=[1 1; -1 2; 2 1];

 b=[2;2;3];

 lb=zeros(2,1);

options=optimset(‘LargeScale’,’off’)

 [x,fval,exitflag,output,lambda]=quadprog(H,h,A,b,[],[],lb,[],[],options)

> In C:\MATLAB6p5p1\toolbox\optim\quadprog.m at line 212

Optimization terminated successfully.

x =

    0.6667

    1.3333

fval =

   -8.2222

exitflag =

     1

output = 

       iterations: 3

        algorithm: 'medium-scale: active-set'

    firstorderopt: []

     cgiterations: []

lambda = 

      lower: [2x1 double]

      upper: [2x1 double]

      eqlin: [0x1 double]

    ineqlin: [3x1 double]

>> lambda.lower

ans =

     0

     0

>> lambda.upper

ans =

     0

     0

>> lambda.ineqlin

ans =

    3.1111

    0.4444

         0

>> lambda.eqlin

ans =

   Empty matrix: 0-by-1

5.4. FMINCON
fmincon trova il minimo di una funzione scalare di più variabili lineare o non lineare a partire da una stima iniziale e soggetta a vincoli lineari o non lineari. Risolve il problema della cosiddetta ottimizzazione non lineare. 
Algoritmo

(Large –scale: per default fmincon sceglie large-scale (Interior-reflective Newton method)

Medium-scale: Sequential Quadratic Programming. Una stima dell’Hessiano della Lagrangiana è fatta ad ogni passo usando la formula BFGS + Line search.

Sia la funzione (con più variabili) che i vincoli possono essere non lineari
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dove x,b,beq,lb e ub sono vettori, A e Aeq sono matrici, c(x) e ceq(x) sono funzioni che ritornano vettori, e f(x) è una funzione scalare. F(x), c(x), ceq(x) possono essere funzioni non lineari.

Sintassi
x = fmincon(fun,x0,A,b)

x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq)

x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub)

x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon)

x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options)

[x,fval] = fmincon(...)

[x,fval,exitflag] = fmincon(...)

[x,fval,exitflag,output] = fmincon(...)

[x,fval,exitflag,output,lambda] = fmincon(...)

[x,fval,exitflag,output,lambda,grad] = fmincon(...)

[x,fval,exitflag,output,lambda,grad,hessian] = fmincon(...)

x=fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,@mycon)

function [c, ceq]=mycon(x)    % n.b. c, ceq, x=vettori
c=…% calcola le disuguaglianze non lineari 
ceq=…% calcola le uguaglianze lineari 

oppure

function [c, ceq,GC,GCeq]=mycon(x)    % n.b. c, ceq, x=vettori

c=…% calcola le disuguaglianze non lineari
ceq=…% calcola le uguaglianze lineari

if nargout>2

GC=…  % grad delle disuguaglianze

GCeq=…%grad delle uguaglianze

end

Esempio:

Trovare il valore di x che minimizza
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 a partire da x0=[10; 10; 10] e soggetta ai vincoli: 
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Soluzione
 options=optimset('LargeScale','off');

 A=[-1 -2 -2;1 2 2];b=[0;72];x0=[1;1;1];

 [x,fval,exitflag,output]=fmincon(inline('x(1)*x(2)*x(3)'),x0,A,b,[],[],[],[],[],options)
x =

     0

     0

     0

fval =

     0

exitflag =

     1

output = 

       iterations: 1

        funcCount: 9

         stepsize: 1

        algorithm: [1x44 char]

    firstorderopt: 0

     cgiterations: []

          message: [1x144 char]
Osservazione

Le routine di minimizzazione danno in uscita solo valori reali. Se l’output è Inf o NaN o un valore complesso vuol dire che il processo di ottimizzazione non ha funzionato

6.Large-Scale Methods 

Molte funzioni dell’optimization Toolbox presentano l’opzione “ Large scale”. Questi metodi sono adatti per problemi con grandi dimensioni ed una struttura che può essere descritta usando matrici sparse.

I principali algoritmi large scale sono iterativi, e formano una sequenza convergente di soluzioni approssimate. Ad ogni iterazione si risolve un sistema lineare. Ciò è fatto usando la capacità di MATLAB di trattare matrici sparse (contenenti circa 1/3 di elementi nulli).

 7.Ottimizzazione globale 

L’output di una funzione di ottimizzazione non è necessariamente un minimo globale a meno che il problema non sia continuo e abbia solo un minimo. Far partire la funzione di ottimizzazione da diversi valori iniziali può aiutare a individuare il minimo globale o verificare che c’è solo un minimo. E’ utile, a volte, usare diversi metodi per verificare i risultati.
Esempio di funzione con più minimi locali
y=exp(-0.5.*x).*cos(2.*x)-5.*x+3.*x.^2;
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function multimin

x=[-10:0.05:10];

x1=[];x2=[];x3=[];

for i=1:length(x)

    a=fminsearch(@fun,x(i));

    if a<-9;

        x1(length(x1)+1)=x(i);

    elseif a>-9.5 & a<-7

        x2(length(x2)+1)=x(i);

    else

        x3(length(x3)+1)=x(i);

    end

end

y=fun(x);y1=fun(x1);y2=fun(x2);y3=fun(x3);

figure,plot(x,y,'-',x1,y1,'*r',x2,y2,'og',x3,y3,'^k')

function y=fun(x)

if x>10

    x=10;

elseif x<-10

    x=-10;

end

y=exp(-0.5.*x).*cos(2.*x)-5.*x+3.*x.^2;
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