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Il testo contiene 5 problemi. Scrivete la vostra risposta ufficiale nello spazio apposito. Giustificate la
risposta scrivendo i calcoli ed il procedimento utilizzato o nei medesimi spazi o sul foglio di brutta. Risultati
non giustificati non verranno considerati.

1. Le variabili aleatorie X e Y sono caratterizzate dalla seguente densita congiunta:
foy) = (% +4)

con
0<x<1
0<y<1
a. Determinate la relazione tra a e b affiché f(x,y) sia una densita congiunta.
Poneteb = 1
b. Trovate
Ely]
c. Trovate
E[x]

d. Determinate se le due variabili sono indipendenti.

a.
1 p1
_[ I f(x,y)dxdy = 1
0Y0
lb+a _
2 ab 1
Solution is :
a— b
-1+2b
b.
b=1
Ne segue
a=1

E[y] = I: I; yf(x,y)dxdy = J.;(%YH’Z)dY = %



E[x] = I: J ; xf(x,y)dxdy = 172

1
00 = [ _foxy)dy

— x4+ L
f(x) = x+ 5

fly) = 0 _ X+

g x++

f(x) # f(xly)




2. La probabilita di un guasto di qualsiasi tipo di un macchinario durante una settimana di
lavoro & p. Dopo un anno di lavoro (52 settimane), si sono verificate 6 settimane in cui
si sono verificati guasti.

a. Determinate lo stimatore di massima verosimiglianza per p
b. Supponendo una distribuzione a priori uniforme tra 0 e 1 (esclusi), determinate lo

_[1 p’(1-p)*dp
stimatore bayesiano di p. (Sugg.: =2 =.129)

1
_[0 p8(1-p)*edp

a.
Ip) = (32 )Pt -p)e
d ) =
ap ') =0
_ 3 _
P= 26 . 115
b.

1
I(p)d
M — 1 1296296296

[T



3. Dato un processo di Poisson con tasso

o o

A = 10[1/anno]
Quanto ¢ il tempo medio di attesa tra un evento e I’altro?

. Quanto occorre attendere in media per il 200mo evento?
. Se ad ogni evento corrisponde un danno con distribuzione normale N(7000, 50),

quanto deve incassare in media all’anno una compagnia assicuratrice che voglia
evitare la bancarotta?

Distribuzione esponenziale:

E[f]=< =01

1
A

. Distribuzione gamma:

E[Tioo) = Dk = 290 = 10anni

c = 7000 x 10 = 70000EUR



4. Due calamite di segno opposto (A e B) si muovono in una scatola con due zone, | e II.
La prima calamita ha probabilita di transizione condizionali date da:

h 1-h
,0<hw<1
w 1l-w

Ovvero la probabilita che la calamita A rimanga nella zona I dato che é nella zona | €
h, che vada nella zona due € ... (?). Similmente per la calamita B si ha:

c 1-c
,0<cm<l
m 1-m

Il meccanismo si interrompe se le due calamite si trovano nella stessa zona. Definite gli
stati del sistema come la disposizione delle due calamite (es. calamita A in zona I,
calamita B in zona I1).

a. Disegnare il diagramma degli stati del sistema

b. Determinate la corrispondente matrice di Markov

c. Ladistribuzione limite, se esiste, e unica?

a.
b.
h 1-h
A =
w 1-w
. _
1
1 0 0 o |

A11Bo1 A11Boo A12B21 A12B2»
A21B11 A21B12 A22B11 A22Bi»
0 0 0 1




1 0 0 0

hd h(l-d) (1-h)d (1-h)(1-d)
wm w(l-m) (1-w)m (1-w)(1-m)
0 0 0 1

1 0 0 0
hd h(l-d) (1-h)d @-h)(2-d)
wm w(l-m) (I1-w)m (1-w)(1-m)
0 0 0 1

4
D Ugj=hd+h(l-d)+(@-hyd+@-h)A-d)=1

j=1
4

ZU;;,,- =wm+w(ld-m)+1-wm+Q-w)(1-m)=1
j=1

c. No percheé ci sono due stati assorbenti e quindi dipende dallo stato di partenza.



5. Una serie di rilevazioni statistiche sulla quantita di auto vendute (v) in migliaia e sul
valore del prodotto interno lordo di una nazione (1) in percentuale , si ottengono i
seguenti dati:

v A
2000 1.1
1500 1.2 #
3000 1.5
2500 1.3

o

Quial ¢ il coefficiente di correlazione v e A?

b. Se quest’anno si prevede un prodotto interno lordo pari a 1.2%, quante auto vi
attendete saranno vendute?

v A
2000 1.1
a. Soluzione. D = 1500 1.2 , Correlation matrix:
3000 1.5
2500 1.3
1.0 . 8315218406
. 8315218406 1.0
2000
v 1500 4
3000
2500
4
My = # = 2250 #
Z;Ll vid
4
1.1
A= 12 #
1.5
1.3
4
[y = % = 1.275 #



2000 — 2250
1500 — 2250
3000 — 2250
2500 — 2250

—-250
—750
750
250

a:

1.1-1.275
1.2-1.275
1.5-1.275
1.3-1.275

-.175
-.075
.225
.025

| X @)
3

b =

Sy = = 645.4972244

Zfl_l(ai,l)2 1

4
[ S (bin)?
s, = ZM% — 1707825128

=.1707825128

Z?zl(bi,l)z

3

> (@) (i)
3

Cov(v, 1) = — 91. 66666667

> @i

3 Da cui segue un cefficiente di correlazione pari a:

~ 91. 666 666 67 _
Pvi = 71707825128 - 645.497 2244 = 8315

Il tasso di quasto atteso é:

E[VIA] = a + A
Occorre stimare i coefficienti a e g dal campione. Otteniamo:
~ Py;S
p - Lu>r _ .8315-6454972 _ 3147 820716

S2 17078
a = 2250 - 3142.820716 - 1.275 = -1757. 096413



E[A|v] = —1757. 096413 + 3142.821 - A
Ne segue che E[v|A = 1.2]:
E[viA = 1.2] = —-1757. 096413 + 3142.821 - 1.2 = 2014.389



