Lezione  n° 1

ERRORI D’ARROTONDAMENTO

ED ARITMETICA DEL COMPUTER

· Rappresentazione dei numeri
· Errori d’arrotondamento
· Cifre significative e cifre corrette
· Aritmetica del calcolatore
· Cancellazione di cifre significative
· Propagazione degli errori
SISTEMI DI NUMERAZIONE
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Sistema decimale:  base 10   (   N = 10 
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Sistema binario: base 2   (   N = 2 
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Cifra binaria = bit

Osservazione : più piccola è la base, più lunga è la rappresentazione.

Osservazione : il sistema binario permette di rappresentare ogni n° reale mediante una sequenza di 0 e 1, e quindi mediante un oggetto capace di assumere 2 stati diversi ( per esempio presenza e assenza di corrente)( numeri nel calcolatore
SISTEMa  esadecimale  ( N=16 )

Altrettanto facile per il computer ma più corta

N=16; 

ai=(0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , A , B , C , D , E , F)
Esempio :

(F1)16=15.*161+1*160=(241)10
OPERAZIONI IN BASE  2

I coefficienti possono assumere solo i valori  0 e 1

+ )   
0 + 0 = 0




* )   
0 * 0 = 0


1 + 0 = 0 +1 = 1



0 * 1 = 1 * 0 = 0


1 + 1 = 10




1 * 1 = 1

esempi :

10110.011 +




1011.11 *

1010.11 =




  100.1   =
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CAMBIAMENTI DI BASE

N = 2  (  N = 4 , 8 , 16 ,  ….  2 n
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basi potenze di 2

Esempio :

N = 2  (  N =  8
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gruppi di 3
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vale anche il viceversa   (  N = 8  (  N =  2 )

N  qualsiasi  (  N = 10

(abc.ef)N( (?)10
(abc.ef)N( (a* N2+b*N1+c*N0+e*N-1+f*N-2)10; 
Esempio
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BASE  10  (  BASE  2

(il procedimento è analogo se invece della base 2 consideriamo una base N generica)
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11 : 2 =   5      r = 1

  5 : 2 =   2      r = 1

  2 : 2 =   1      r = 0

  1 : 2 =   0      r = 1
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      FRAC

0.7 * 2 = 1.4

   1


0.4

[image: image94.wmf]0.724325

=

p

0.4 * 2 = 0.8

   0


0.8

0.8 * 2 = 1.6

   1


0.6

0.6 * 2 = 1.2
           1


0.2

0.2 * 2 = 0.4

   0


0.4

0.4 * 2 = 0.8

   0


0.8

0.8 * 2 = 1.6
           1


0.6

[image: image95.wmf]0.724326

=

p


ci si ferma quando si ottiene la precisione desiderata .

ESERCIZIO
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(In Matlab
Fix(10/3)=3: parte intera della divisione per 3

Mod(10,3)=1:  resto della divisione per 3)
RAPPRESENTAZIONE  DEI  NUMERI  SUL CALCOLATORE

RAPPRESENT. FLOATING POINT (VIRGOLA MOBILE)
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questa rappresentazione non è unica.

93 = 0.093 * 103 = 0.0093 * 104
RAPPRESENT. FLOATING POINT  NORMALIZZATA

93 = 0.93 * 102

quando la parte intera è nulla e la prima cifra dopo la virgola è  (  0.  
Esempi :
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a  è univocamente determinato da  p  e  q 

per convenzione se  a = 0  (  ( p = 0 , q = 0 )

SPAZIO  DI  MEMORIA  RISERVATO  AD  UN          NUMERO  REALE

	s
	q
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segno                 t cifre nel sistema di numerazione scelto

q  :  m (  q (  M   dove  m < 0  ,  M > 0  variano da calcolatore   

                                                                a calcolatore

Nella maggior parte dei moderni calcolatori la memorizzazione dei numeri reali comporta l’utilizzo di  32  bit per ogni numero (precisione semplice) o di  64  bit (precisione doppia)

Se  32  bit

     1           8        23  (bit che seguono l’1 iniziale)

	s
	q
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M = (1024)10=(10000000000)2   




m(q(M
Osservazione : la rappresentazione in virgola mobile permette di rappresentare numeri molto piccoli e molto grandi.

I numeri rappresentabili sono finiti.

Esiste il numero più piccolo e il numero più grande
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OWERFLOW   
q > M

UNDERFLOW 
q <m
I programmi rispondono in diversi modi alle condizioni di underflow: forniscono messaggi d’errore o approssimano il numero come meglio possono. 

ERRORI  D’ARROTONDAMENTO
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  esatto


   nel calcolatore

[image: image118.wmf]EPS

p

p

p

a

a

a

£

-

=

-


EPS=  precisione macchina, sensibilità, risoluzione, differenza minima avvertita tra 2 numeri.  

         = più piccolo n° macchina tale che  EPS + 1 > 1
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Se si dispone di t  cifre per la mantissa  

(  tutti i numeri che ammettono una rappresentazione 

 normalizzata con  n°  cifre mantissa  >  t 

 (ovviamente m < q < M)  verranno “accorciati”.

TECNICHE  DI ARROTONDAMENTO

(1) TRONCAMENTO  : si tronca dalla t +1 cifra

(2) ARROTONDAMENTO della t-esima cifra all’intero + vicino

Esempio :

t = 6     N = 10


p = 0.724325643
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osservazione : è come fare 
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ovvero :  
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p + 0.5 * 10 –6 e poi troncare ( 

in generale , se la base è ( 10
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p + 0.5 * N –6 e poi troncare ( 

ERRORI  COMMESSI  CON  LE APPROSSIMAZIONI

t = n° cifre mantissa
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Esempio precedente  N = 10, t=6,q=0
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CIFRE  SIGNIFICATIVE  

DECIMALI CORRETTI    ( cifre corrette della mantissa )

Consideriamo la tecnica di approssimazione (2)
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Definizione :  
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N.B.

Si noti il ( e non il <  
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esempio :  
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 ha 2 cifre decimali corrette
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Il n° di cifre corrette quantifica quanto 

Le cifre corrette sono quelle decimali più quelle che le precedono
Definizione :

Si chiamano “significative” le cifre di un numero che si preservano nella sua rappresentazione in virgola mobile normalizzata, escluso lo zero prima della virgola.
0.0030410(0.30410*10-2    3,0,4,1,0 cifre significative

Esercizio 
i)Quanti decimali corretti ha l’approssimazione
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ii)Quante cifre corrette ha 
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Soluzione :
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[image: image6.wmf]a

 ha 3 decimali corretti più le due cifre intere precedenti quindi in totale ha 5 cifre corrette.
Osservazione :
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Esercizio
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Sia data la seguente quantità                          che approssima la quantità esatta  a con un errore assoluto (  0.0007.
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Trovare il n° di cifre corrette di 

Soluzione :

[image: image147.wmf]16

10

8

10

2

10

)

67

(

)

103

)(

)

147

(

)

103

)(

)

1100111

(

)

103

)(

=

=

=

c

b

a


Allora le prime due cifre decimali (4 e 9) sono corrette 

( sarà corretta anche la cifra intera 2.

Osservazione :

Dato il n° cifre corrette  ( si può determinare l’errore assoluto

Dato l’errore assoluto  ( si può determinare il n° di cifre corrette

NOTA
Il termine “ t cifre corrette” non si deve intendere nel senso che le prime t cifre del n° approssimato coincidono con le rispettive t cifre del n° esatto.
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Esercizio 

Esprimere le quantità seguenti in virgola mobile normalizzata:

0.35   0.005   1200    -1863.000    -0.00743    750.0000

Soluzione
0.35*100    0.5*10-2    0.1200*104     -0.1863000*104    

-0.743*10-2     0.7500000*103

Esercizio 

Rappresentare in virgola mobile normalizzata i seguenti numeri

864,   71.5,  -0.0864, 7458*10-4,   865*105

Soluzione
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Esercizio 
Se x1=1.414 è un'approssimazione ottenuta arrotondando a tre cifre decimali una quantità x, indicare in che intervallo è contenuto il valore esatto di x.

Soluzione
 Se x è arrotondato, la limitazione dell'errore assoluto sarà data da


[image: image8.wmf]0005

.

0

10

*

5

.

0

3

=

=

D

-

x


e di conseguenza, il valore esatto sarà compreso tra i valori 
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 vale a dire tra 1.4145 e 1.4135

Esercizio 
Dedurre il numero di cifre corrette della quantità approssimata 48.361 che ha un errore relativo dell'1%.

Soluzione
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Poiché l’errore relativo è uguale all’errore percentuale diviso per 100 si ha
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dal valore di 
[image: image14.wmf]a

D

 segue che non ci sono cifre decimali corrette,  la prima cifra corretta è quella intera : 8 . Allora anche il 4 è corretto. Quindi il numero ha due cifre corrette.

Esercizio 
Approssimare le seguenti quantità in modo da mantenere 3 cifre significative corrette :

57.2

6.789
28284
-13485

Soluzione 
E’ sufficiente arrotondare alla 3° cifra significativa

57.2

6.79

28300
-13500

ARITMETICA  DEL  CALCOLATORE
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EPS  =  precisione macchina  

         = più piccolo n° macchina tale che  EPS + 1 > 1
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OPERAZIONI  MACCHINA   (non esatte)

I risultati di operazioni aritmetiche tra numeri macchina generalmente non sono numeri macchina e quindi devono essere arrotondati. 
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Valgono ancora le proprietà delle operazioni esatte ?

In generale NO !
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Esempio :

t = 3 = n° cifre della mantissa

Calcolare s = 
[image: image15.wmf]a
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  dove  a = 17.6  ,  b = 3.81  ,  c = 2.736
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1° modo)   
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 = fl ( fl (17.6) + fl (3.81)) = fl (21.41) = 21.4



  S =(
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 = fl (fl(21.41)+ fl(2.736)) = 


fl (21.4+ 2.74) =fl (24.14)  = 24.1

2° modo)  
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 = fl ( fl(3.81) + fl(2.736)) =



=fl(3.81+2.74)= fl (6.55) = 6.55
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) = fl ( fl (17.6)+ 6.55 ) = fl (24.15)  = 24.2
Una delle conseguenze più nefaste dell’ aritmetica finita è la

Cancellazione numerica = perdita di cifre significative.

Esempio :
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[image: image168.wmf]0.724325

=

p


[image: image169.wmf]EPS

p

p

p

a

a

a

£

-

=

-

[image: image170.wmf])

#

 

es

 

(vedi

   

[image: image171.wmf]0.724326

=

p


[image: image172.wmf]p


[image: image173.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

<

-

Þ

-

-

(2)

 

la

con 

2

1

(1)

 

la

con 

  

  

t

t

N

N

p

p


[image: image174.wmf]3

 

0.72432564

=

p

[image: image175.wmf]zione

approssima

  

sua

  

la

    

    

1

con  

     

  

Sia

1

q

q

N

p

a

p

N

pN

a

=

<

£

=

-


Si presenta quando l’esponente q è =  e  p1 è simile a p2 (almeno le prime k cifre coincidenti).

Se o l’esponente o le prime cifre della mantissa sono ( allora non c’è cancellazione
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ESEMPIO :

Esempio di cancellazione numerica che si può evitare (NO)

calcolo delle radici di un’equazione
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· cancellazione numerica in x2
per evitare la perdita di precisione conviene usare :
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ESEMPIO  (NO)
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Cancellazione numerica quando
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nel 1° caso non è eliminabile 

nel 2° caso conviene usare :
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Somma di numeri con ordini di grandezze molto differenti
0.0010   + 4000                                        mantissa = 4 cifre

0.4000 * 104
0.0000001 * 104
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0.4000001 * 104 



        0.4000 * 104

                                         t = 4

è come non aver fatto la somma !!

Conclusione :

Operazioni aritmetiche ( operazioni macchina

Tuttavia 

Due espressioni ( ( 0 ) saranno definite equivalenti se il loro risultato differisce di un valore dell’ordine della precisione della macchina.

PROPAGAZIONE DEGLI ERRORI D’ARROTONDAMENTO

Sia 
[image: image28.wmf]x

D

 una limitazione dell’errore assoluto di x
E 
[image: image29.wmf]x

e

 una limitazione dell’errore relativo su x
Proprietà  :
Siano dati  n  numeri reali    
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Sia f  una legge di composizione :
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Siano 
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le limitazioni degli errori assoluti sui dati iniziali

la limitazione dell’errore da cui sarà affetto il risultato di  f  sarà:
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analogamente per gli errori relativi  :

Poiché :   
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 sono fattori di propagazione degli errori relativi dei dati sul risultato che, nel caso degli errori relativi prendono il nome di indici di condizionamento.

Esempi:

Se 
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Se 
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E’ da notare che in + e 
[image: image50.wmf]´

 gli indici di condizionamento sono sempre ( 1 .

Mentre in – possono raggiungere valori molto alti se x e y sono numeri quasi uguali.

Osservazione :

Gli indici di condizionamento sono propri del problema numerico e non dipendono né dagli errori d’arrotondamento né dall’algoritmo usato.

Propagazione degli errori relativi nel caso della sottrazione di numeri vicini: perdita di precisione
Esempio :

Siano dati x = 47.132 e y = 47.111, e supponiamo che abbiano entrambi 3 cifre decimali corrette. 

1)
Calcolare gli errori relativi di u=x-y.
2) 
Calcolare gli indici di condizionamento.

Soluzione :

u = 47.132 - 47.111 = 0.021
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cioè u ha 2 cifre decimali corrette.

1)
Gli errori relativi del sottraendo e del minuendo sono:


[image: image54.wmf]00001

.

0

132

.

47

0005

.

0

»

=

x

e



[image: image55.wmf]00001

.

0

111

.

47

0005

.

0

»

=

y

e


e quindi :
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che è 5000 volte più grande di 
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2) Calcolo gli indici di condizionamento
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Esercizio 

Supponiamo di misurare tre quantità indipendenti x, y, z  ottenendo i valori x = 20, y = 40 e z = 0 con errori  x =1, y = 0, z = 0. Vogliamo stimare l’errore assoluto che commettiamo nel calcolare l’espressione
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Soluzione :

L’errore assoluto su f sarà :
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poiché  
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si ha :
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Si può concludere che : 
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 con un errore assoluto di 
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Esercizio 

Siano date le seguenti quantità approssimate  :

x=3.14, 
y=2.27, 
z=1.61

con tre cifre significative corrette.

1)   
Calcolare la limitazione dell'errore assoluto propagato dalla 

loro somma. 

2)    
Dedurre il numero di cifre corrette della somma.

Soluzione

1)  

s = 3.14 + 2.27 + 1.61 = 7.02

poiché le tre quantità hanno 3 cifre corrette, saranno affette da un errore assoluto limitato da 0.005,

quindi sarà :

s =xyz 3 * 0.005 = 0.015

2)
s = 0.015 < 0.05 = 0.5 * 10-1
saranno corrette tutte le cifre fino alla prima decimale ovvero il 7 e lo 0.

Esercizio 
Si consideri la somma  S = 1.015 + 0.3572 i cui addendi abbiano tutte le cifre corrette.

Calcolare l'errore propagato dei dati sul risultato ed il numero di cifre corrette del risultato.

Soluzione

sia x = 1.015 e y = 0.3572

allora la loro somma è

S = 1.015 + 0.3572 = 1.3722.

L'errore assoluto di ogni addendo è rispettivamente

x = 0.5 * 10-3 y = 0.5 * 10-4
quindi l'errore propagato sul risultato S sarà :

s = x+y=0.0005 + 0.00005 = 0.00055

Poiché

s = 0.00055 < 0.005 = 0.5 * 10-2

allora S ha due cifre decimali corrette quindi le cifre corrette sono 1,3 e 7.

� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





CARATT.





MANTISSA
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può valere 


al max 0.999….





può valere 


al max 0.5
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Solo in questo caso , la sottrazione macchina non fa arrotondamenti


Perché le cifre più a destra di � EMBED Equation.3  ��� e � EMBED Equation.3  ��� sono scomparse








Sono non significativi ovvero privi di senso, le cifre sono state perse perché p1 e p2 hanno perso le cifre che avevano generato 584.


( la mantissa finale ha solo le prime 3 cifre corrette





Sono generate da cifre che erano posizionate indietro 
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