MATLAB 5

-Derivazione:

Derivazione di polinomi 
Derivazione di funzioni qualsiasi

Derivazione con formule ad alta precisione

Esercizi

-Integrazione

Funzioni MATLAB 

Implementazione Simpson

-Soluzione di sistemi lineari

-Esercizi
Derivazione

	d=diff(x)
	Restituisce un vettore d che contiene le differenze tra gli elementi adiacenti del vettore x.

	b=polyder(p)
	Restituisce un vettore b che contiene i coefficienti della derivata del polinomio rappresentato dal vettore p.

	b=polyder(p1,p2)
	Restituisce un vettore b che contiene i coefficienti del polinomio che è la derivata del prodotto dei polinomi rappresentati dai vettori p1 e p2.

	[num,der]=polyder(p2,p1)
	Restituisce i vettori num e den che contengono i coefficienti dei polinomi del numeratore e del denominatore della derivata del quoziente p2/p1, dove p1 e p2 sono polinomi.


Se le funzioni sono polinomi: polyder

esempio
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gli stessi risultati possono essere ottenuti con polyder:

>> p1=[5,2];p2=[10,4,-3];

>> der2=polyder(p2);

>> prod=polyder(p1,p2);

>> [num,den]=polyder(p2,p1);

>> der2,prod,num,den

der2 =

prod =



num =


den =

   20     4

150    80    -7

50    40    -7

25    20     4

Derivazione approssimata di funzioni qualsiasi

1)  Se non è necessario un risultato troppo accurato si può usare il comando diff

z=diff(y) dove y è un vettore, z è il vettore degli incrementi di y
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diff(y)=vettore differenze prime del vettore y

Esempio

>> y=[1 2 3 5 8];

>> z=diff(y)

z =

     1     1     2     3

N.B. length(diff(y))=length(y)-1
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Oss:

 è come usare una formula a due punti.
Il risultato della differenziazione con diff è un vettore e non l’espressione analitica della derivata. 

diff si applica ad un vettore e non all’espressione analitica della funzione (a meno che non si usi il Symbolic Math Toolbox: syms x, diff(‘x.^2+1’,x))
N.B. length(dy)=length(y)-1


  length(dx)=length(x)-1

2) Si possono implementare le formule ad alta precisione

Integrazione

	Q=quad(fun,a,b,tol)
	Applica la regola di Simpson per calcolare l’integrale della funzione fun specificata; a è il limite inferiore dell’integrazione e b è il limite superiore. Il parametro tol è facoltativo ed indica la tolleranza dell’errore.

	Q=quadl(fun,a,b,tol)
	Come quad ma applica il metodo della quadratura di Gauss-Lobatto.

	Q=trapz(x,y)
	Applica il metodo dei trapezi per calcolare l’integrale della funzione y(x); y è l’array che contiene i valori della funzione y(x) in corrispondenza dei punti contenuti nell’array x.

	Q = dblquad(fun,xmin,xmax,ymin,ymax,tol)
	Valutazione numerica dell’integrale doppio di fun.

	Q=triplequad (fun,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax,tol)
	Valutazione numerica dell’integrale triplo di fun.


Calcolo degli integrali definiti con metodi approssimati 
trapz(x,y)= x, e y sono i vettori contenenti ascisse e ordinate della funzione data per punti. y può essere una matrice con più colonne. In questo caso trapz integra più funzioni. trapz non accetta in input una funzione se non come tabella.

quad(‘funzione’,a,b,tol) =  ‘funzione’ è sia una funzione definita dall’utente che una funzione  Matlab, a e b sono il limite inferiore e superiore dell’intervallo d’integrazione. Tol è facoltativo e indica la tolleranza.

quad implementa una variante della regola di Simpson (approssimazione con parabole a tratti) 

Q = quad('1./(x.^3-2*x-5)',0,2)
oppure

Q = quad(inline('1./(x.^3-2*x-5)'),0,2)      N.B. IN DISUSO
oppure

 y=@(x) 1./(x.^3-2*x-5)

 Q = quad(y,0,2)

Q =  -0.4605

Si divide successivamente l’intervallo e si confrontano i valori ottenuti fino a che 2 integrali successivi differiscono per meno della tolleranza che per default è 10-6. Fino alla versione 5.3 era 10-3.

Esempio

 Integrare 
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 usando “quad”.

soluzione

>> quad('sin(x)+cos(x)',-1,1)

ans =

    1.6829

Regola di Simpson (1/3) composta
La regola di Simpson si applica su un intervallo [a,b] suddiviso in 2n sottointervalli uguali di lunghezza h. Cioè b-a=2nh
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Regola dei trapezi composta
Se [a,b] diviso in n parti di ampiezza h  ovvero b-a=nh si ha
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dove 
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 cioè f calcolata nell’estremo sinistro di ogni intervallo e 
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Sistemi lineari

Metodo della divisione a sinistra (backslash \)
Soluzione di sistemi lineari usando Matlab 

A(n,n) 

x(n,1)

b(n,1)

Ax=b

A-1Ax=A-1B

x=A-1B

Usando Matlab

  >> x=A\B

metodo divisione a sinistra

Il metodo si basa  sul metodo di riduzione delle variabili di Gauss.

Se il numero di equazioni è uguale al n° di incognite e se 
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, allora il sistema di equazioni ha una soluzione che è anche unica. Se 
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 o se il n° di equazioni indipendenti è diverso dal n° di incognite allora si devono usare altri metodi che saranno descritti più avanti.

esempio:

Applicare il metodo della divisione a sinistra al seguente sistema di equazioni:
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soluzione

usando Matlab:

>> D=det(A)

D =

   288

>> A=[3 2 -9;-9 -5 2;6 7 3];

>> b=[-65;16;5];

>> A\b

ans =

    2.0000

   -4.0000

    7.0000

per verificare il risultato:

>> A*ans

ans =

  -65.0000

   16.0000

    5.0000

A volte i sistemi di equazioni sono scritti nella forma xC=d dove x e d sono vettori riga. In questi casi è possibile usare la divisione destra per risolvere il sistema:

xC=d

xCC-1=dC-1

x=d/C

x=d/C

oppure convertire il sistema nell’altro formato come segue:

xC=d=> CTxT=dT

esempio
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si può riscrivere in forma matriciale:
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in Matlab


>> C=[6 2; 3 5]; d=[3 -19];

>> x=d/C

x =

     3    -5

oppure


[image: image23.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

19

3

5

2

3

6

2

1

x

x


in Matlab

>> A=[6 3; 2 5]; b=[3 -19]';

>> x=A\b

x =

     3

    -5

Metodo della matrice inversa

Ax=b

A-1Ax=A-1B

x=A-1B

In Matlab

>> x=inv(A)*b

La  matrice A è definita soltanto se A è una matrice quadrata non singolare;  Se si tenta di risolvere un sistema singolare usando il comando inv, Matlab visualizza un messaggio d’errore.

Sistemi indeterminati o sottodeterminati
Vediamo come utilizzare Matlab per risolvere quei sistemi di equazioni in cui la matrice A è quadrata ma 
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 e quelli in cui la matrice  non è quadrata.

Un sistema indeterminato non contiene informazioni sufficienti per trovare tutte le variabili incognite; di solito questo si verifica quando il numero di equazioni è minore del numero di incognite. Ci sono quindi infinite soluzioni, con una o più incognite che dipendono dalle restanti. Il metodo della matrice inversa non può essere applicato.

Il metodo della divisione sinistra invece fornisce una soluzione ottenuta imponendo alcune incognite uguali a zero.

Esempio:

x+3y=6 allora x=6-3y

il metodo della divisione sinistra fornisce, tra tutte le soluzioni, quella con la variabile x =0:

>> A=[1 3]; b=6; x=A\b

x =

     0

     2

Un sistema può avere infinite soluzioni anche quando il n° di equazioni è pari al numero di incognite. Questo caso si può verificare se 
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. In questi casi non si può usare il metodo della matrice inversa e il metodo della divisione a sinistra genera un messaggio d’errore. In tali casi si usa il metodo pseudoinverso: x=pinv(A)*b che fornisce la soluzione di norma euclidea (che è il modulo del vettore x) minima.

Rango di una matrice

Il rango di una matrice è il minimo tra il n° di righe e n° colonne indipendenti

>> A=[3 -4 1; 6 10 2; 9 -7 3]; rank(A)

ans =

     2

Esistenza e unicità delle soluzioni

Sistemi non omogenei

Il sistema Ax=b con m equazioni e n incognite ammette soluzioni se e soltanto se 

r[A]=r[A,b]  (r[A]=rango di A)

se r[A]=r[A,b] e r[A]=n allora la soluzione è unica

se r[A]=r[A,b]  ma r[A]<n  allora esistono infinite soluzioni

sistemi omogenei

dato Ax=0 allora sempre vale che r[A]=r[A,b] e il sistema ammette sempre la soluzione nulla x=0.

Una soluzione non nulla in cui almeno una delle incognite sia diversa da 0 esiste se e solo se r[A]<n.

Se m<n il sistema ammette sempre una soluzione diversa da 0

Esercizio

Dimostrare che il seguente sistema di equazioni non ha un’unica soluzione. Quante incognite sono indeterminate? Interpretare i risultati ottenuti dal metodo della divisione a sinistra.

Soluzione

>> A=[2 -4 5;-4 -2 3; 2 6 -8]; b=[-4;4;0]; rank(A)

ans =

     2

>> rank ([A,b])

ans =

     2

Il sistema ammette una soluzione poiché r[A]=r[A,b] tuttavia il n° delle incognite (3) è maggiore del rango di A, una delle incognite sarà indeterminata. Il sistema ammette infinite soluzioni e può essere risolto esprimendo due incognite in funzione della terza.

Esercizio

Usare Matlab per trovare due soluzioni del seguente sistema di equazioni:

x+3y+2z=2

x+y+z=4

soluzione

>> A=[1 3 2;1 1 1]; b=[2;4]; 

metodo norma minima

>>x=pinv(A)*b

x =

    4.3333

   -1.6667

    1.3333

metodo divisione inversa

>> x=A\b

x =

    5.0000

   -1.0000

         0

Il comando rref

Alcune incognite di un sistema indeterminato possono essere espresse in funzione delle altre incognite. Per fare questo il Matlab usa il comando rref (riduzione della matrice orlata con il metodo di Gauss-Jordan):

esempio:

2x-4y+5z=-4

-4x-2y+3z=4

Ax=b

2x+6y-8z=0

>> A=[2 -4 5;-4 -2 3; 2 6 -8]; b=[-4;4;0]; 

sappiamo che rank(A)=2 e rank([A,b])=2

abbiamo 3 variabili e 2 eq. Indipendenti allora possiamo ricavare ad esempio le prime 2 incognite (x e y) in funzione della terza (z):

x=0.1z-1.2












x-0.1z=-1.2


y=1.3z+0.4












y-1.3z=0.4





ovvero Cx=d
dove  C=matrice coeff


ovvero












0=0

questo risultato si può rappresentare con la matrice [C,d]=
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questa è la matrice che fornisce il comando rref([A,b]):

>> rref([A,b])

ans =

    1.0000         0   -0.1000   -1.2000

         0    1.0000   -1.3000    0.4000

         0         0         0         0

Sistemi sovradeterminati o impossibili
Un sistema è sovradeterminato quando il numero di equazioni indipendenti supera il numero di incognite.

Il metodo della matrice inversa non può essere applicato perché A non è quadrata.

Si può invece applicare il metodo della divisione a sinistra che può fornire la sol esatta (se r[A]=r[A,b]), nessuna o una soluzione nel senso dei minimi quadrati.

Quando Matlab dà la soluzione per un sistema sovradeterminato, non indica se la soluzione è quella esatta. Questo deve essere stabilito dall’utente.

x*=pinv(A)*b oppure x*=A\b  Soluzione x* nel senso dei minimi quadrati: 
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Sistemi mal condizionati
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1! Sol (detA(0)
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(
 sol (detA=0)






No sol (detA=0)






Mal condizionato (detA(0): le matrice è quasi singolare

Esistono tanti modi per individuare i sistemi mal condizionati:

1) usando il determinante della matrice scalata (visto in teoria)

2) usando A-1. Scalare la matrice dei coeff A (max elemento di ogni riga =1) calcolare A-1. Se gli elementi di A-1 sono molto

più grandi (diversi ordini di grandezza) di 1, allora A è malcondizionata:

3) Moltiplicare A-1 per A e vedere se il risultato è sufficientemente vicino ad I (matrice identità). Se non è così allora il sistema Ax=B è mal condizionato

4) vedere se (A-1) -1è circa =A Se non è così allora il sistema è mal condizionato.

5) Esiste un altro metodo usando il numero di condizionamento
è definito usando la norma di una matrice. La norma di una matrice è un numero reale. E’ l’estensione del concetto di norma per un vettore. Esistono diversi tipi di norme.

Sia  
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(in realtà questa è la norma di Froboenius che è un’approssimazione di quella Euclidea)

Numero di condizionamento:


vale che
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Se  i coefficienti di A sono noti con t cifre corrette (cioè gli errori d’arrotondamento sono 10-t) e cond(A)=10c allora la soluzione x di Ax=b avrà t-c cifre corrette. Il condizionamento quantifica la propagazione degli errori dovuta  ad A 
Esempio

>> A=[1 2 3;4 5 6;2 4 8]; b=[1;5;5]; x=A\b

x =

    3.1667

   -3.3333

    1.5000

>> cond(A)

ans =

   59.9056

Oss: cond(A) è dell’ordine di 102 => perdita di 2 cifre corrette
Comandi per risolvere i sistemi di equazioni lineari

	det(A)
	Calcola il determinante della matrice A

	inv(A)
	Calcola l’inversa di A

	pinv(A)
	Calcola la pseudoinversa di A

	rank(A)
	Calcola il rango della matrice A

	rref([A,b]) 
	Calcola la matrice a righe ridotte corrispondente alla matrice completa [A,b]

	x=inv(A)*b
	Risolve l’equazione matriciale Ax=b applicando il metodo della matrice inversa

	x=A\b
	Risolve l’equazione matriciale Ax=b, applicando il metodo della divisione a sinistra

	x=d/C
	Risolve l’equazione matriciale xC=d, applicando il metodo della divisione a destra.


Ax=B

1__Sistema con 1! Sol (rk(A) = rk([A b]), rk(A) = n. Di inc)
 A quadrata 
[image: image34.wmf]Þ

  x=A\B

                            x=inv(A)\B
A non quadrata
[image: image35.wmf]Þ

  x=pinv(A)*B
2__Sistema con 
[image: image36.emf]¥






 Sol   (rk(A)=rk([A b]), rk(A )< n. Di inc)
A quadrata 
[image: image37.wmf]Þ

  x=pinv(A)*B soluzione in norma minima (
[image: image38.wmf]x

min

)




rref

A non quadrata 
[image: image39.wmf]Þ


x=A\B impone alcune sol =0


x=pinv(A)*B soluzione in norma minima (
[image: image40.wmf]x
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rref

3__Sistema impossibile  (rk(A) ≠ rk([A b)])
A quadrata 
[image: image41.wmf]Þ

  x=pinv(A)*B soluzione minima nel senso dei minimi quadrati 
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A non quadrata 
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x=A\B soluzione minima nel senso dei minimi quadrati 
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x=pinv(A)*B soluzione minima nel senso dei minimi quadrati (
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