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Desktop 
MATLAB (Laboratorio di matrici) è un linguaggio di programmazione in grado di operare direttamente con variabili array (vettori e matrici). E’ molto utile per il calcolo tecnico-scientifico.

Quando si avvia il programma sul Desktop compaiono:

1. sulla destra  una finestra di comando (Command Window) per inserire i comandi;

2. in alto a sinistra una finestra (Current Directory) per la scelta della directory in cui lavorare  e salvare eventuali file. Quella di default è  “C:\Programmi\MATLAB7\work”;

3. sempre in alto a sinistra  una finestra (Workspace) in cui sono visualizzate le variabili attualmente in uso; 

4. in basso a sinistra una finestra (Command History) in cui vengono memorizzati in sequenza tutti i comandi che sono stati digitati;

5. in alto una barra di menù con diverse funzioni (File  Edit  Debug  Desktop  Window  Help);

E’ possibile inserire un array dalla finestra di comando (Command Window)  

>> a = [1,3,5]   (invio)   viene definita la variabile ‘a’ come vettore (1 3 5)

>> b = 2*a        (invio)   viene definita la variabile ‘b’ come doppio della variabile ‘a’  b = (2 6 10)

E’ possibile richiamare una variabile in qualunque momento digitando il suo nome

>>b (invio) 

Se si eseguono delle operazioni senza definire nuove variabili, la risposta viene memorizzata in una variabile temporanea di nome ans (answer)

>>a+3 (invio)      ans =  4  6  8

I nomi delle variabili (al max 32 caratteri) devono iniziare con una lettera. La parte restante può contenere anche cifre e  “_”.   Matlab è case-sensitive (fa distinzione tra maiuscolo e minuscolo).

I comandi vanno inseriti dopo il prompt ( >> ) e una volta dato invio la riga su cui si è scritto è inutilizzabile. Bisogna ripartire dal nuovo prompt  >>.

Se si vuole dare un comando che è già stato inserito si può riscriverlo da capo o, più semplicemente, richiamarlo utilizzando le frecce ( ( (Matlab memorizza ogni comando inviato).

La procedura è molto utile quando si commettono errori di digitazione (si richiama la riga contenente l’errore, la si corregge utilizzando le frecce ( ( e il backspace, e si da invio).

MAT-File
Le variabili in uso durante la sessione di lavoro vengono caricate nel Workspace, per poi essere cancellate a fine sessione. Per poterle richiamare in qualunque altra sessione è possibile memorizzarle in un file .mat  (Menù - File - Save Workspace as – nome.mat) che viene creato nella Current Directory. Per caricarle (Menù - File - Open - nome.mat) (cercare nella directory in cui si è salvato) oppure cliccare il file nome.mat dalla finestra Current Directory oppure digitare dalla finestra di comando >> load nome.mat.  

Le variabili dell’ultima sessione vengono automaticamente memorizzate nel file matlab.mat
M-File    (Script file)

Le operazioni e i comandi possono essere inseriti uno alla volta dalla finestra di comando.

Nel caso siano tanti e si vogliano poi riutilizzare, è più comodo creare un M-File (Script file).

(Menù - File - New - M-File).  Appare l’editor in cui scrivere la sequenza di comandi (programma).

Per salvare (nella Current Directory) il file nome.m (Menù dell’editor - File - Save as - nome.m). 

Per eseguire la sequenza di comandi digitare il nome del file nella finestra di comandi  >> nome 

Per aprire e modificare il listato del file nome.m  (Menù - File – Open - nome.m) nella directory in cui si è salvato oppure cliccare il file nome.m dalla finestra Current Directory. 

Esempio: tracciare il grafico della funzione y=sin(x) nell’intervallo [0,2(].

· Dalla finestra di comando

>> x=[0: pi/100: 2*pi];  (invio)   crea un vettore di punti x nell’intervallo [0,2(] distanziati di (/100

>> y=sin(x);

    (invio)   crea un vettore di punti y associati dalla funzione seno ai punti x

>> plot(x,y)

    (invio)   traccia il grafico  (si apre una finestra grafica Figure 1)

                                                 (il ; fa si che i vettori x e y vengano caricati senza essere visualizzati)

· Tramite un M-File che chiamiamo prova.m
(Menù - File - New - M-File)  nell’editor di testo inserire il seguente listato

%  grafico della funzione seno
              (il % è usato per inserire commenti nel programma)

x=[0: pi/100: 2*pi];  

y=sin(x);

plot(x,y)

(Menù dell’editor - File - Save as - prova.m)  Nella Current Directory compare il file prova.m
Ogni volta che si vuole eseguire il file basterà  scrivere il suo nome sulla finestra di comando.

>> prova   (invio)

Se si vuole il listato del file (Menù - File – Open - prova.m) (nella directory in cui si è salvato) 

oppure cliccare il file prova.m dalla finestra Current Directory. 

M-File    (Function file)
Sono dei particolari M-Files che contengono una funzione. Quando vengono eseguiti richiedono dei valori di input (ad esempio dalla finestra di comando) ed emettono valori di output. La 1° riga è : 

function [variabili di output] = nome_funzione (variabili di input);

per esempio:

function [area_quadrato] = quadrato(lato);

area_quadrato =lato*lato;

Una volta salvati con il loro nome (per esempio quadrato.m) si può applicare la funzione che contengono digitando il loro nome e il (o i) valore di ingresso.

>>quadrato(8)      (invio)

ans = 64
Comandi di base e comandi per file e directory

	· clc
	Cancella il contenuto della finestra dei comandi

	· clf
	Cancella il contenuto della finestra grafica

	· clear
	Elimina tutte le variabili dalla memoria

	· clear var1 var2
	Elimina le variabili var1 e var2 dalla memoria

	· exist(‘nome’)
	Determina se un file o una variabile hanno il ‘nome’ specificato

	· quit
	Chiude Matlab

	· who
	Elenca le variabili che si trovano correntemente in memoria

	· whos
	Elenca le variabili, le loro dimensioni (per array)

e indica se le variabili hanno parti immaginarie non nulle

	· ,
	Virgola : separa le istruzioni 

separa gli elementi di una riga di un array  per es. v=[1,10,5]

	· ;
	Punto e virgola : esclude la visualizzazione del risultato di un istruzione,

Separa le righe di una matrice  per es.  A=[1,2,3;4,5,6]  

	· :
	Due punti : genera un vettore di elementi egualmente intervallati

per es. v=[10:2:16]     v= 10  12  14  16

	· …
	Continua l’istruzione nella riga successiva

	· ctrl c
	Blocca un’esecuzione in corso


Per eseguire degli M-Files Script (programmi) o degli M-Files functions (funzioni) sia che siano stati scritti da noi o che siano già contenuti in Matlab, è bene conoscere la directory in cui sono. Se si digita un nome nella finestra di comando Matlab prima controlla se si tratta di una variabile, in caso contrario controlla che sia uno dei suoi comandi interni, se non è così inizia a cercare il file prima nella current directory e poi in quelle contenute nel percorso path.

	· addpath nomedir
	Aggiunge la directory nomedir al path di ricerca

	· cd nomedir
	Imposta nomedir come directory corrente

	· dir
	Elenca tutti i file della directory corrente

	· dir nomedir
	Elenca tutti i file della directory nomedir

	· path
	Visualizza il path di ricerca di Matlab

	· pathtool
	Avvia Path Browser

	· pwd
	Visualizza la directory corrente

	· rmpath nomedir
	Elimina la directory dal path di ricerca

	· what
	Elenca tutti i file di Matlab della directory corrente

	· what nomedir
	Elenca tutti i file di Matlab della directory nomedir


Operazioni aritmetiche scalari

	
	ORDINE DI PRECEDENZA

	
	

	1°
	Parentesi a partire dalla coppia più interna

	2°
	^  da sinistra a destra

	3°
	*,/,\   uguale precedenza, da sinis a destra

	4°
	+,-    uguale precedenza, da sinis a destra


	simbolo
	operazione
	formato

	^
	Elevamento a potenza
	a^b

	*
	Moltiplicazione
	a*b

	/
	Divisione destra (diretta)

slash
	a/b

	\
	Divisione sinistra (inversa)

backslash
	a\b

	+
	Addizione
	a+b

	-
	Sottrazione
	a-b


Costanti speciali

	· ans
	Variabile temporanea che contiene il risultato più recente

	· eps
	Specifica la precisione dei numeri decimali (è il numero più piccolo)

	· i , j
	Unità immaginaria   
[image: image1.wmf]1
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 ; per inserire un numero complesso >> z=3+2i

	· Inf o inf
	Infinito (()

	· NaN
	Indica un risultato numerico indefinito

	· pi
	Pi greca  (


Principali funzioni matematiche

	· sqrt(x)
	Calcola 
[image: image2.wmf]x

  ( radice quadrata di 
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)

	· exp(x)
	Calcola 
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	· log(x)
	Calcola il logaritmo naturale di x    (
[image: image5.wmf]x

ln

)

	· log10(x)
	Calcola il logaritmo in base 10 di x    (
[image: image6.wmf]x
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	· sin(x),cos(x),tan(x)
	Funzioni trigonometriche fondamentali

	· asin(x), acos(x), atan(x)
	Funzioni trigonometriche inverse

	· sinh(x), cosh(x), tanh(x)
	Funzioni iperboliche

	· abs(z)
	Calcola il valore assoluto di un numero complesso z  ( |z| )

	· angle(z)
	Calcola la fase di un numero complesso z

	· real(z), imag(z), conj(z)
	Calcolano la parte reale, immaginaria e il complesso coniugato


Vettori

	· v = [1 10 5]

· v = [1,10,5]
	Vettore riga. Per inserire un vettore occorre usare le parentesi quadre. Le componenti del vettore possono essere separate o da spazi o da virgole

	· v(3)

· v(3)=5

· v(end)


	Componente 3 del vettore v

Pone la componente 3 del vettore v uguale a 5

L’ultima componente del vettore v



	· v’
	Trasposto di v. Se v è vettore riga v’ diventa vettore colonna

	· v = [2;5;9]

· v = [2,5,9]’
	 v=[2  cr                                                2            

 5  cr                  Vettore colonna    =    5

 9] cr                                                     9                         

	· s = [v,w]
	Accodare vettori. Per esempio se v=[3,7]  w=[2,8]  allora s  =  3  7  2  8 

	· operatore :

x = [m:q:n]

x = [0:2:6]

x = [4:1.5:9]

x = [-2:4]
	Vettori con elementi egualmente intervallati

Crea un vettore x il cui primo valore è m, gli altri ottenuti con incremento q.L’ultimo elemento è n (se m-n è multiplo di q), altrimenti è minore di n

x  =  0  2  4  6 

x  =  4  5.5  7  8.5 

x  = -2  -1  0  1  2  3  4   ( se omesso il passo è 1)

	· c(:)

· c(2:5)
	Tutti gli elementi del vettore c

Dalla componente 2 alla componente 5 del vettore c

Se c=[1,4,3,7,6,9,13]    allora  ans  =  4  3  7  6  9

	· linspace(x,y,n)

linspace(1,3,4)
	Vettori linearm. intervallati, n elementi di cui x il primo e y l’ultimo

ans = 1.0000   1.6667    2.3333  3.0000    (se n è omesso vale 100)

	· logspace(a,b,n)

            logspace(-1,2,4)
	Vettori logaritmicamente intervallati. (n elementi da 10^a  a 10^b)

ans = 0.1  1  10  100    (se n è omesso vale 50) 


Matrici

	· A=[2 4 10 ; 16 3 7] 

· A=[2,4,10 ; 16,3,7]

· A=[2,4,10  cr

                  16,3,7]
	Inserire la matrice     
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Gli spazi o le virgole separano gli elementi di una stessa riga, il punto e virgola o l’invio separano una riga dall’altra.

	· C = [a;b]

· [image: image650.wmf]1
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C = [a b]
	Creare una matrice da vettori riga                                                 

  a = [ 2 , 4 , 10 ]     b = [16 , 3, 7 ]    C = [ a ; b ]  (   C = 
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                                                       C = [a b]               (     C = 
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	· A (1,5)

· A (1,5) = 8
            A =    
[image: image10.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

7

5

1

4

9

6


· B = [A ; r]

· C = [A b]
	Elemento della 1° riga e 5°colonna della matrice A

Pone l’elemento della 1° riga e 5°colonna della matrice A uguale a 8

Se l’elemento non è presente amplia la matrice

 A(1,5)=8 aggiunge 8 nella 1° riga e 5°colonna ans = 
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r = [2  4  6]   B = [A ; r]  accoda  la riga r ad A            B =  
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Accoda il vettore colonna b alla matrice A

	     Operatore :

   A = 
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· A(2,:)

· A(:,3)

· A(:,2:4)

· A(1:2,1:3)
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  A (2,:)         tutti gli elementi della 2° riga               ans = 3  4  4  8

  A (:,3)         tutti gli elementi della 3° colonna         ans = 

A (:,2:4)      tutti gli elementi dalla 2° alla 4° colonna ans = 
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  A (1:2,1:3)  tutti gli elementi della 1° e 2° riga che si trovano     

                       nelle colonne che vanno dalla 1° alla 3°  ans = 
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	Operatore array nullo []

             A =
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· A(3,:) = []

· A(1:3,:) = []

· A([1 3],:) = []  

· A(:,2:4) = []


	  A(3,:) = []      cancella la 3° riga                     ans =  
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A(1:3,:) = []   cancella le righe che 

                       vanno dalla  1° alla  3°              ans =  5  8  2  2  7
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A([1 3],:) = []  cancella la 1° e la 3°  riga        ans =  
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A(:,2:4) = []    cancella le colonne che            ans=                                            

                        vanno dalla 2° alla 4°     

             


Comandi per array

	· length(A)

	Se A vettore calcola il numero di elementi di A 

Se A matrice calcola  il valore max tra il numero delle righe (m) e il numero delle colonne (n)

	· max(A)
	Se A vettore, max(A) è il suo elemento massimo

Se A matrice, max (A) è un vettore riga contenente i valori massimi di ogni colonna

	· min(A)

	Se A vettore, min(A) è il suo elemento minimo

Se A matrice, min (A) è un vettore riga contenente i valori minimi di ogni colonna

	· [x,k] = max(A)
	Fornisce il massimo (x) e la sua posizione (k)

	· [x,k] = min(A)
	Fornisce il minimo (x) e la sua posizione (k)

	· size(A)
	Fornisce il numero di righe e di colonne di una matrice

	· sort(A)
	Se A vettore: lo ordina. Se A matrice: ordina gli elementi delle colonne

	· sum(A)
	Se A vettore: è la somma degli elementi

Se A matrice: somma gli elementi di ogni colonna dell’array A e restituisce un vettore riga con la somma dei risultati

	· find(x)
	Crea un vettore con gli indici degli elementi non nulli del vettore x

	· [u,v,w]=find(A)
	Crea i vettori u e v che contengono gli indici delle righe e delle colonne degli elementi non nulli della matr A. w contiene gli elementi non nulli


Operazioni su array 

	SIMBOLO


	OPERAZIONE
	FORMA
	ESEMPI

	+
	Somma array-scalare
	A+b
	  [6,3]+2=[8,5] ;      
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	-
	Sottraz. array-scalare
	A-b
	[8,3]-5=[3,-2]            



	+
	Somma di array
	A+B
	[6,5]+[4,8]=[10,13]
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	-
	Sottrazione di array
	A-B
	[6,5]-[4,8]=[2,-3]       




(IL PUNTO FA SI CHE LE OPERAZIONI AVVENGANO ELEMENTO PER ELEMENTO)
	.*
	Moltiplicazione di array
	A.*B
	[3,5].*[4,8]=[12,40] 
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	./
	Divisione destra o diretta di array
	A./B
	[2,5]./[4,8]=[2/4,5/8]
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	.\
	Divisione sinistra o inversa di array
	A.\B
	[2,4].\[4,8]=[2\4,4\8] =[2,2]

	.^
	Elevamento a potenza di array
	A.^B
	[3,5].^2=[3^2,5^2]     

2.^[3,5]=[2^3,2^5]      [3,5].^[2,4]=[3^2,5^4]

[image: image30.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

5

3

1

.^ 2=
[image: image31.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

2

2

2

2

5

3

1



[image: image32.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

2

5

3

1

.^ 
[image: image33.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

0

8

6

4

=
[image: image34.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

0

8

6

4

2

5

3

1





MOLTIPLICAZIONE RIGA PER COLONNA (PRODOTTO SCALARE)    u*w’     

(SENZA PUNTO)
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                                                                           u(1 x n)*w(n x 1)=(1 x 1)      u*w’     (senza punto)

u=[1,2,3]; w=[4,5,6];             u*w’= 1*4+2*5+3*6=32

PRODOTTO TRA MATRICI    A*B   (SENZA PUNTO)

A(m x n)*B(n x p)=C(m x p)          A= 
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      B=
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      A*B=
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ELEVAMENTO A POTENZA DI UNA MATRICE   A^2    (SENZA PUNTO)

A^2 =A*A  (come prodotto tra due matrici)

MATRICE INVERSA     inv(A)              

                                           A/B = A*inv(B)  (divisione destra)    
                                           A\B=inv(A)*B    (divisione sinistra)   per sistemi lineari Ax=B  x=A-1B

DETERMINANTE DI UNA MATRICE    det(A)

TRASPOSIZIONE DI UNA MATRICE    A.’    A’

Matrici reali               A = 
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         A’ =
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     (identici)

Matrici complesse     A = 
[image: image41.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

i

i

i

i

8

7

6

5

4

3

2

1

      A.’=  
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        A’=
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     (solo trasposizione)       (anche complesso e coniug.)

Matrici speciali

	eye(n)
	Crea una matrice identità nxn

	eye(size(A))
	Crea una matrice identità con la stessa dim di A

	ones(n)
	Crea una matrice di 1 nxn

	ones(m,n)
	Crea una matrice di 1 mxn

	ones(size(A))
	Crea una matrice di 1 della dimensione di A

	zeros(n)
	Crea una matrice di 0 nxn

	zeros(m,n)
	Crea una matrice di 0 mxn

	diag(v,k)
	 È una matrice quadrata fatta di zeri.  k>0 (<0) indica in quale sopra (sotto) diagonale si deve mettere v (k=0 è la diagonale principale).




Esercizi A
Operatori relazionali

Matlab dispone di sei operatori relazionali che consentono di confrontare variabili ed array.

Il risultato di un confronto può essere 0 (falso) oppure 1(vero).

Gli operatori relazionali applicati ad array mettono a confronto gli elementi corrispondenti.

	OPERATORE
	SIGNIFICATO

	<
	Minore

	<=
	Minore o uguale

	>
	Maggiore

	>=
	Maggiore o uguale

	==
	Uguale

	~=
	Diverso ( per ~  alt 126 )


  Esempi:

  >>x=[6 3 9]; y=[14 2 9];

  >>z=(x<y)
 >>z=(x==y)
 >>z=(x>8)

  z = 1 0 0 
 z = 0 0 1
 z = 0 0 1

  Possono essere usati per selezionare gli 

  elementi di un array:

  >>x=[6 3 9 11];  y=[14 2 9 13]

  >>z=x(x<y)

  z= 6 11


Gli operatori aritmetici +,-,/,\ hanno la precedenza sugli operatori relazionali.

z=5>2+7  equivale a z=5>(2+7)   e quindi fornisce risultato z=0.

Gli operatori relazionali hanno lo stesso livello di precedenza tra di loro. Si valutano da sin a destra.

Operatori logici

Matlab dispone di operatori logici (o booleani) che  agiscono a livello dei singoli elementi degli array. Per ogni elemento dell’array forniscono i risultati 0 (falso) o 1 (vero).

	OPERATORE
	NOME
	DEFINIZIONE

	~
	NOT
	~A (NOT A) restituisce un array delle stesse dimensioni di A.

Gli elementi di ~A sono 1 se quelli corrispondenti di  A sono nulli, altrimenti sono  0.

	&
	AND
	A&B (A AND B) restituisce un array delle stesse dimensioni di A.

Gli elementi del nuovo array sono pari a 1 se i corrispondenti elementi di A e B sono entrambi diversi da 0, altrimenti sono 0.

	|
	OR
	A|B (A OR B) restituisce un array delle stesse dimensioni di A.

Gli elementi del nuovo array sono pari a 1 se almeno uno dei due elementi corrispondenti di A e B è diverso da 0, altrimenti sono 0.

	xor
	OR

esclusivo
	xor(A,B) restituisce un array delle stesse dimensioni di A.

Gli elementi del nuovo array sono pari a 1 se uno solo dei due elementi di A e B è diverso da 0, altrimenti sono 0.


Ordine di precedenza degli operatori

	PRECEDENZA
	TIPO DI OPERATORE
	OSSERVAZIONI

	1°
	PARENTESI TONDE
	Sono valutate a partire dalla coppia più interna

	2°
	OPERATORI ARITMETICI

OPERATORE NOT ( ~ )
	Sono valutati da sinistra a destra

(vedere tavola precedente)

	3°
	OPERATORI RELAZIONALI
	Sono valutati da sinistra a destra

	4°
	OPERATORE AND ( & )
	

	5°
	OPERATORE OR ( | ) e xor
	


Istruzione condizionale if

Le istruzioni condizionali consentono di scrivere programmi in grado di prendere delle decisioni o meglio di compiere delle azioni solo se sono verificate delle condizioni.

	ISTRUZIONE
	STRUTTURA
	DESCRIZIONE

	ISTRUZIONE IF


	if  espressione logica

        istruzioni

end
	Esegue le istruzioni solo se è verificata l’espressione logica.   

if  x>=0       

      y=sqrt(x)    

end

	IF ANNIDATI


	if  espressione logica1

        istruzioni 1

        if espressione logica 2

               istruzioni 2

        end

end
	Se è vera l’espressione logica 1 esegue le istruzioni 1, poi se è vera anche l’espressione logica 2 esegue le istruzioni 2. Se è falsa l’espressione 1 non esegue nessuna delle due istruzioni.

	IF  ELSE


	if  espressione logica

        istruzioni 1

else  
        istruzioni 2

end
	Se è vera l’espressione logica  esegue le istruzioni 1, altrimenti (se l’espressione logica è falsa) esegue le istruzioni 2.

	ELSEIF


	if  espressione logica 1

        istruzioni 1

elseif   espressione logica 1

           istruzioni 2

end
	Esegue le istruzioni 1 se è vera l’espressione logica 1. Esegue le istruzioni 2 solo se è falsa l’espressione logica1 ed è vera l’espressione logica 2.


Cicli For e While

Un ciclo o loop è una struttura che permette di ripetere un calcolo od una operazione un certo numero di volte. Matlab dispone di due cicli espliciti : il ciclo FOR utilizzato quando il numero di volte in cui ripetere le operazioni è noto in anticipo e il cilco WHILE utilizzato quando non si conosce in anticipo quante volte si deve ripetere l’operazione.

	CICLO
	STRUTTURA
	DESCRIZIONE

	FOR


	for variabile = m:s:n

        istruzioni

end

for   k = 0:2:10

        x = k^2

end
	Esegue le istruzioni per ogni valore della variabile a partire da m fino ad n con intervallo s.

(dopo il for non va messo il ;)

Per il valori di k che vanno da 0 a 10 step 2 (0 2 4 6 8 10) viene calcolato ed inserito in x il quadrato di k.

	WHILE


	while espressione logica
             istruzioni

end

x = 1;

while x < 5

   disp(x)

   x = x+1

end
	Esegue le istruzioni finché è verificata l’espressione logica.

Esegue le istruzioni disp(x) e x = x+1 finché la x è minore di 5. 

	BREAK


	for k=1:10

      x=50-k^2;

      if x<0

           break

      end

      y=sqrt(x)

end
	Termina l’esecuzione di un ciclio FOR o WHILE. Permette di uscire dal ciclo prima che la variabile del ciclo raggiunga il valore finale.

Nel caso di cicli annidati termina il più interno.


Struttura switch-case

E’ un’alternativa all’impiego delle istruzioni if, else, elseif.

	SWITCH


	Switch   espressione di input

      case  valore 1

               istruzioni 1

      case  valore 2

               istruzioni 2

                ……

end
	Se l’epressione di input assume valore 1 vengono eseguite le istruzioni 1, 

se l’epressione di input assume valore 2 vengono eseguite le istruzioni 2  etc.,
x=1;

>> switch x

case x= =1

p=5;

case = =2

p=2;

end

>>p=5


Polinomi e zeri di funzioni

	· p=[ 2 9 14 9 2 ]

· roots(p)

· x=roots(p)
	Inserisce un vettore che rappresenta i coefficienti del polinomio p(x)=2x^4+9x^3+14x^2+9x+2

Calcola le radici (p(x) = 0) del polinomio i cui coefficienti sono gli elementi del vettore p

Inserisce le radici nel vettore x

	· poly(x)
	Calcola i coefficienti del polinomio le cui radici sono rappresentate dal vettore x

	· p=[ 9 -5  3  7]
· x=[0: 2 :10]

· polyval(p,x)
	Inserisce un vettore che rappresenta i coefficienti del

polinomio p(x) =9x^3-5x^2+3x+7 e un vettore di punti x

Calcola i valori del polinomio con coefficienti p nei punti x

	· conv(a,b)

· [q , r ]=deconv(num,den)
	Calcola i coefficienti del polinomio prodotto di due polinomi i cui coefficienti sono i vettori a e b

Calcola la divisione fra due polinomi num e den. In q inserisce i coefficienti del polinomio quoziente, in r quelli del resto

	· x=[-pi:0.1:pi];

· y=sin(x) ;

· p=polyfit(x,y,3)

· py=polyval(p,x) ;

· plot(x,y,’*’,x,py)
	POLINOMIO INTERPOLANTE

Calcola i coefficienti del polinomio di ordine 3 che interpola la funzione y = sin(x) nell’intervallo [-( , (] step 0.1

(usa il metodo dei minimi quadrati)

Calcola i valori py del polinomio nei punti x

Rappresenta graficamente le funzione ‘*’ e l’interpolante

	· fzero(’cos’,2)

· fminbnd(‘cos’,0,4)


	ZERI , MASSIMI E MINIMI DI FUNZIONI

Cerca uno zero della funzione ‘cos’ in prossimità di x=2

Cerca il punto di minimo della funzione ‘cos’ nell’intervallo [0,4] (si usa per funzioni di una variabile)


Esercizi B

Grafica nel piano

	· x = [0:pi/100:2*pi] ;

· y = sin(x) ;

· plot(x,y)
	Crea un vettore di valori x da 0 a 2( spaziati di 1/100 di (
Crea un vettore di valori y associati ad x dalla funzione seno

Traccia il grafico

	· xlabel(‘asse x’)

· ylabel(‘asse y’)

· title(‘esempio’)

· text(x,y,‘testo’)

· gtext(‘testo’)
	Etichetta l’asse x

Etichetta l’asse y

Etichetta di titolo

Pone la stringa ‘testo’ nella finestra grafica nel punto (x,y)

Pone la stringa ‘testo’ nella finestra grafica attraverso il mouse

	· plot(x,y ,‘-  g *‘) 


	plot (x,y, ‘STILE – COLORE – MARCATORE’)

- continua    -- tratteggiata    : a puntini     .-  tratteggio e puntini

c cyan  m magenta  y giallo   r rosso  b azzurro  w bianco  k nero

marcatori   +   o   *   x

	· plot(x,y,'-mo',...

    'LineWidth',2,...                'MarkerEdgeColor','k',...                'MarkerFaceColor',’g’,…

  'MarkerSize',12)
	Stile e colore grafico

Spessore grafico

Colore bordo del marcatore

Colore del marcatore

Dimensione del marcatore

	· axis ( [ xmin, xmax,

         ymin , ymax ] )

· axis square 

· axis  equal

· axis auto

· axis off

· axis on

· axis auto 
	Personalizza i limiti dei due assi

Impone che i due assi abbiano la stessa lunghezza

  Impone che gli incrementi sugli assi siano uguali (stessa scala)

Impone gli assi in default

Nasconde gli assi

Visualizza gli assi

Attiva per gli assi le impostazioni di default

	· grid on

· grid off
	Mostra la griglia

Nasconde la griglia

	· loglog

· semilogx

· semilogy
	Imposta la scala logaritmica per entrambi gli assi

Imposta la scala logaritmica per l’asse x

Imposta la scala logaritmica per l’asse y

	· fplot(‘nome’,[xmin,xmax])
	Traccia il grafico della funzione ‘nome’ nell’intervallo xmin-xmax. Sceglie automaticamente il numero di punti.

	· x = [0:pi/100:2*pi] ;

· y1 = sin(x) ;

· y2 = cos(x) ;

· plot(x,y1,x,y2) 

· plot(x,y1,'g :',x,y2,'b+')

· legend(‘leg1’,’leg2’)
	GRAFICO DI DUE FUNZIONI NELLA STESSA FINESTRA

Traccia il grafico delle due funzioni  y = sin(x) e y = cos(x)  nella stessa finestra.

y1 verde a puntini  y2 azzurro con marcatore +
Crea una legenda utilizzando le stringhe ‘leg1’ e ‘leg2’

La posizione è determinata attraverso il mouse

	· hold on

· hold off
	Permette di sovrapporre un grafico ad un altro già esistente

  x = [0:pi/100:2*pi] ;      y = sin(x) ;           plot(x,y) 

  y=cos(x) ;                      hold on                plot(x,y)
  Nel tracciare il futuro grafico cancella i precedenti

	· subplot(m,n,p)

· subplot(2,3,4)
	Divide la finestra grafica in una matrice di grafici di m righe e n colonne e seleziona quello in posizione p

Divide la finestra grafica in una matrice di 2*3 grafici e seleziona quello in 4° posizione  (2° righa 1° colonna)

	· figure

· figure(n)
	Apre una nuova finestra grafica

Rende corrente la finestra grafica n 

	· plot(y)

· plot(z)


	DIAGRAMMI DI VETTORI COMPLESSI

Se y è un vettore reale, traccia il grafico dei valori del vettore in funzione dei loro indici

Se z è un vettore di numeri complessi, traccia il grafico delle parti immaginarie in funzione delle reali  = plot(real(z),imag(z))

	· plot(x,y,u,v)
	Crea il diagramma di y in funzione di x e di v in funzione di u

	· plot(A)

· plot(x,A)

· plot(A,x)


	DIAGRAMMI DI MATRICI

Rappresenta le colonne della matrice A in funzione degli indici

Se A è m*n crea n curve con m elementi

Rappresenta la matrice A in funzione del vettore x

Se righe di A  =  numero elementi di x, rappresenta le colonne di A in funzione degli elementi di x

Rappresenta il vettore x in funzione della matrice A 

Se righe di A = numero elementi di x, rappresenta gli elementi di x in funzione delle colonne di A

	· polar(teta,r)
	Crea il diagramma in coordinate polari

	· x=[0:0.01:6] ;

· y=sin(x);

· comet(x,y)

· t=[-pi :pi/1000 :pi];

· plot(cos(t),sin(t))

· t=[-pi :pi/1000 :pi];

· comet(cos(t),sin(t)) 
	COMET

Traccia il grafico (x,y) mostrando in sequenza i punti via via

percorsi. La velocità con cui traccia l’intero diagramma dipende dal numero di punti da percorrere (si provi a variare lo step 0.01)

CURVA NEL PIANO  t ( (x,y)

Rappresenta la curva x=sin(t), y=cos(t) nel piano 

(circonferenza unitaria)

Traccia la stessa curva mostrando in sequenza i punti via via percorsi


Grafica nello spazio

	· t=[0:pi/100:10*pi] ;

· plot3(sin(t),cos(t),t)
· comet3(cos(t),sin(t),t) 
	CURVA NELLO SPAZIO   t ( (x,y,z)

Rappresenta la curva x=sin(t), y=cos(t), z=t  nello spazio

(elica)

Stessa curva mostrando in sequenza i punti via via percorsi

	· x = [-1: 0.1: 1];
· y = [-1: 0.1: 1] ;
· [X,Y] = meshgrid(x,y) ;
· Z=X.^2+Y.^2 ;
· mesh(X,Y,Z)

· [X,Y] = meshgrid(-8:0.5:8) ;
· R=sqrt(X.^2+Y.^2)+eps ;

· Z=sin(R)./R ;

· mesh(X,Y,Z)
	SUPERFICIE NELLO SPAZIO 

FUNZIONE  z = f (x, y)     (x,y) ( z

 Crea l’intervallo per la x e la y

Crea una griglia di punti per X e Y

Definisco la funzione z = f (x,y)  (paraboloide)

Crea la superficie colorando le linee che connettono i punti

Crea la griglia con un unico comando (x e y sono uguali)

Definisco la funzione z = f (x,y) (sommo eps per evitare l’annullamento di R)

Crea la superficie colorando le linee che connettono i punti

	· surf(X,Y,Z)
· contour(Z)
· contour3(Z)
· surfc(X,Y,Z)
· surfnorm(X,Y,Z)
	Crea la superficie colorando anche le facce

Mostra le curve di livello della superficie

Mostra le curve di livello in tre dimensioni

Superficie e curve di livello

Rappresenta la superficie ed i vettori normali ad essa

	· view(45,60)
· view(3)
	Rotazione dell’immagine. Il primo angolo esprime la rotazione orizzontale, il secondo l’elevazione verticale.

Rappresentazione di default (-37.5,30)

	· surfl(X,Y,Z)
· surfl(X,Y,Z,[60,30])
	Superficie illuminata 

Superficie illuminata con la posizione della luce 

	· colormap cool

· colormap hot

· colormap gray

· colormap(‘default’)
	Scelta della tonalità  fredda

                                 calda

                                 in grigio

                                 default

	· [u,v]=meshgrid(-2: 0.1: 2) ;

· x=u ; y=v.^2 ; z=u.*v ;

· surf(x,y,z) ;
	SUPERFICI IN COORDINATE PARAMETRICHE

(u,v)( (x,y,z)    x=f(u,v) ; y=g(u,v) ; z=h(u,v)




Esercizi C

File di dati
In Matlab è possibile immettere dei dati inserendoli direttamente dalla finestra di comando, richiamandoli da un M-file oppure caricandoli da un file di dati MAT-file  o da un file di dati esterno (.txt .dat .wk1 .xls). Per operare sul file è necessario averlo nella current directory.

	· delete nomefile
	Cancella il file nomefile

	· load
	Carica tutte le variabili operative dal file matlab.mat

	· load nomefile
	Carica tutte le variabili operative dal file nomefile.mat

	· load nomefile.est
	Legge i dati nel file ASCII nomefile.est e li registra nella matrice  

nomefile

	· save
	Salva tutte le variabili operative nel file matlab.mat

	· save nomefile
	Salva tutte le variabili operative nel file nomefile.mat

	· save nomefile variabili
	Salva le variabili elencate nel file nomefile.mat

	· save nomefile parolachiave
	Salva le variabili nel file ASCII nomefile.mat, applicando le  caratteristiche specificate dalla parolachiave (-ascii per la singola precisione, -double per la doppia, -tabs per separare i dati con un carattere di tabulazione)

	· type nomefile
	Visualizza i contenuti del file nomefile. Se non viene specificata l’estensione, Matlab visualizza il file nomefile.m

	· M=wk1read(‘nomefile’)  
	 Legge un file con estensione wk1 (generato da alcuni programmi per spreadsheet) e ne registra i dati nella matrice M

	· M=xlsread(‘nomefile’) 

 
	Legge un file con estensione xls (generato da excel) e ne registra i dati nella matrice M

	· [A,B]=xlsread(‘nomefile’) 

 
	Legge un file con estensione xls (generato da excel) e importa tutti i dati numerici nell’array A e tutti i dati di testo nell’array B


Per importare dati in formato ASCII è possibile utilizzare il menù di Matlab 

(Menù – File – Import data )  

E’ necessario sapere come sono formattati i dati all’interno del file (quanti elementi per ogni riga, quali delimitatori, eventuali titoli per le colonne)

Per esportare una matrice di Matlab ad esempio A= [1 2 3 4 ; 5 6 7 8 ] in un file di dati ASCII

save my_data.out A -ascii                                  (per default save usa lo spazio come delimitatore)  

save my_data.dat A -ascii

save my_data.txt A -ascii               



oppure, se si vuole specificare il delimitatore usato :

dlmwrite(‘my_data.out’,A,’;’)                                        (per default dlmwrite userebbe la virgola)

dlmwrite(‘my_data.txt’, A, ‘delimiter’, ‘\t’, ‘precision’, 6)
Input ed output

Per determinare il valore corrente di qualsiasi variabile basta digitare il suo nome e premere invio.

Se si lavora con gli m-file script è più utile utilizzare il comando disp (display) perché visualizza il valore della variabile e non il nome.

	· disp(A)
	Visualizza il contenuto e non il nome dell’array A

	· disp(‘testo’)
	Visualizza la stringa di testo racchiusa tra i due apici

	· num2str(x)
	Converte il numero o il vettore x in una stringa

>> A=[1 2 3];

>> disp([‘il valore di A è ’,num2str(A)])

il valore di A è 1 2 3

	· A=input(‘testo’)
	Mostra il testo, legge un numero od un array digitato dalla finestra dei comandi e lo inserisce nella variabile A

	· A=input(‘testo’,‘s’)
	Mostra il testo, legge una stringa digitata dalla finestra dei comandi e la inserisce nella variabile A

	· esempio
	r=input(‘scrivi il raggio della sfera’);

S=4*pi*r.^2;

disp([‘la superficie della sfera con raggio’, num2str(r),‘è’,num2str(S)]);


Formati numerici

	· format short
	4 cifre decimali (formato standard o di default)                13.6543

	· format long
	16 cifre                                                           17.17654328765345

	· format short e
	5 cifre (4 dec.) + l’esponente                                       6.8354e+05

	· format long e
	16 cifre (15 dec.) + l’esponente              4.127584637699354e-06

	· format bank
	2 cifre decimali                                                                    143,. 5

	· format +
	positivo, negativo o zero                                                               +

	· format rat
	Approssimazione razionale                                                        3/4
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Appendice

Funzioni di Matrici

Le funzione sin(), cos() e exp() accettano le matrici quadrate come input. Il risultato tuttavia può non essere quello che ci si potrebbe aspettare. Per esempio, se A è una matrice 2x2, allora exp(A) darà una matrice 2x2 come segue:
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che non è la definizione di 
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 come è definata dalla serie:
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comunque il Matlab ha una sottoclasse di funzioni che usa il concetto di serie mediante il calcolo di 
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 per ogni termine nella serie. Tali funzioni sono: expm(), log(m), sqrt(m).
Metodi Matematici per l’Ingegneria

Capitolo n° 2

· Differenze Finite 

ed analogie con le derivate

Equazioni alle differenze finite 

ed analogie con le equazioni differenziali

· equaz. alle diff finite LINEARI del 1° ord

· Sistemi dinamici discreti

classificazione, equilibrio e stabilità (geometricamente e analiticamente)

· Esempi :
Metzler 1° ord, 

Samuelson 1° ord,

il modello ragnatela (Cobweb)

Differenze finite

La funzione differenza prima
Definizione 1:

Sia y una funzione data e sia h una costante per cui x+h è nel dominio di y se x lo è. Allora y, la differenza prima di y è quella funzione il cui valore in x, indicato con y(x) è dato da:

y(x) = y(x+h) - y(x)
il simbolo  indica l’operatore differenza

il numero h è chiamato intervallo della differenza.

Esempio 1:

Calcolare la differenza di y(x) = x+1 in 1 ed in 2.5

considerando h = 1.

y(1) = y(2) - y(1) = 3 - 2 = 1

y(2.5) = y(3.5) - y(2.5) = 4.5 - 3.5 = 1

Si può dimostrare che y = 1 per ogni valore di x infatti

y(x) = y(x+1) - y(x) = (x+2) - (x+1) = 1

Esempio 2 (dipendeza da h):

Calcolare la differenza prima di y(x) = x2 , in x = 1 e 2.5,

con h = 1.

      
y(1) = y(2) - y(1) = 22 - 12 = 3,

y(2.5) = y(3.5) - y(2.5) = 3.52 - 2.52  = 6

Dipendenza di  y da x e h:

y(x) = x2. Se l’intervallo h e x non sono specificati, come dipende y da x e da h ?
y(x) = y(x+h) - y(x) = (x+h)2 - x2 = 2xh+h2.

differenze DEL SECONDO ORDINE 

E DI ORDINI SUPERIORI

A partire dalla funzione y , abbiamo definito la nuova funzione y. Ora vogliamo applicare l’operatore  alla nuova funzione y. 

Consideriamo un esempio :

Sia 
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Allora, secondo la definizione 1,
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quindi :
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La differenza della differenza prima si chiama differenza seconda e si indica con 
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Si può continuare ed applicare l’operatore
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 alla funzione 
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Poiché  
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Notazioni :

E’ da osservare che l’ordine della differenza per n = 1 in genere si omette:
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è quell’operatore che applicato ad y la lascia invariata , 

        è chiamato a operatore identità e si indica :
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Definizione 2 :

L’operatore identità, denotato con I, è quell’operatore che, applicato ad ogni funzione y, produce una nuova funzione Iy identica ad y. Cioè, per ogni x appartenete al dominio di y, abbiamo :
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Analogie tra differenze finite e derivate

Riprendiamo la definizione di derivata:

Data una funzione y, la nuova funzione Dy, il cui valore in x è

 (1)    
[image: image66.wmf]h

x

y

h

x

y

h

x

y

x

Dy

h

h

)

(

lim

)

(

)

(

lim

)

(

0

0

D

=

-

+

=

®

®


(tutte le volte che il limite esiste), è chiamata derivata di y. 

D è l’operatore differenziazione. Il numero 
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 è la pendenza della retta che connette i punti (x,y) e ((x+h) , y(x+h)). 

Il numero Dy(x) è la tangente dell’angolo formato dalla retta con l’asse delle x.

Geometricamente…

Proprietà delle differenze finite 

Teorema 1.2. Vale la legge distributiva.
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Corollario 1. Se c1 e c2 sono costanti arbitrarie allora
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Equazioni alle differenze finite

Definizione 3 : 

Una equazione che mette in relazione i valori di una funzione y ed una o più sue differenze 
[image: image70.wmf]×
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 per ogni valore di x appartenente a qualche insieme di numeri S (su cui ognuna di queste funzioni è definita), è chiamata equazione alle differenze sull’insieme S.

Un’equazione alle differenze è un legame tra una funzione e una o più sue differenze. 

Data un’equazione alle differenze su un insieme S, risolvere tale equazione alle differenze finite vuol dire trovare tutte le funzioni y per cui tale relazione è vera. 

Esempi :

Consideriamo funzioni y definite su R. (S = R)

(1)  
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(3)  
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(4)  
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In ciò che segue supporremo h=cost ovvero  valori di x equidistanti.

Senza perdita di generalità si può considerare l'insieme S come un insieme costituito da un numero finito o infinito di interi successivi.

Per enfatizzare la restrizione  di S all'insieme di interi successivi si userà t invece di x così definito
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se 
x = x0  
    =>  t=0

se 
x = x0+h   =>  t=1

se 
x = x0+2h =>  t=2

quindi l'insieme dei valori di x è trasformato nell'insieme dei valori interi di t = 0, 1, 2, …

scriveremo yt invece di y(x).

Con la nuova notazione le eq. (1)-(5) diventano:
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Un' eq. alle differenze scritta in questa forma si può intendere definita su un insieme di interi consecutivi non negativi. Tale insieme può incominciare con qualsiasi intero e può essere finito o infinito.

Poiché :
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le eq. precedenti si possono riscrivere come relazioni tra i valori di y come segue:


[image: image79.wmf]1

)

)(

"

5

(

2

1

3

3

)

"

4

(

7

2

)

1

(

2

)

"

3

(

0

)

"

2

(

0

2

)

"

1

(

2

2

1

2

1

2

3

1

2

2

1

-

=

+

-

=

-

+

-

+

=

-

+

-

=

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

t

y

k

y

y

y

y

y


Discretizzazione di un’eq. differenziale   

(   equazione alle differenze
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approssimando diventa
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e quindi
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       EULERO = equazione alle  

                                                                      differenze finite

Si poteva applicare Runge-Kutta alla (1)

I metodi di risoluzione numerica delle equazioni differenziali si chiamano anche metodi di discretizzazione.

Risolvere un’equaZ. ALLE DIFFERENZE FINITE


[image: image84.wmf])

,...,

,

,

(

2

1

t

m

t

m

t

m

t

y

y

y

t

f

y

-

+

-

+

+

=


(2)

vuol dire trovare almeno una successione di valori :
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che soddisfa la (2)

La soluzione si può calcolare a partire da m valori iniziali e calcolando l’(m+1)-esimo valore e così via.

Sistemi Dinamici Discreti 

Un sistema dinamico discreto è una successione di numeri 
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Un sistema dinamico discreto del 1° ordine è una successione di numeri 
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Un sistema dinamico discreto del 1° ordine si dice lineare se 
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Esempi :
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lineare
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lineare

(3) 
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non lineare

(4) 
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non lineare

Un sistema dinamico si dice non autonomo se f dipende esplicitamente dal tempo:
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autonomo

Un sistema dinamico discreto si dice di ordine m se è del tipo:
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cioè servono m valori precedenti di y per determinare il successivo.

esempi :
(1) 
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1° ordine lineare

(2) 
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2° ordine lineare

Soluzione numerica di un’equazione alle differenze finite del 1° ordine
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Punti d’equilibrio  (o fissi)
Un punto y* nel dominio di  f è detto essere punto d’equilibrio di
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   è un punto fisso di  f  :      f ( y* ) = y*

Soluzione analitica di un’equazione lineare  del 1° ord a coeff cost:

(1) 
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Un modo per risolvere l’equazione è quello di trasformare l’evoluzione di y nell’evoluzione della sua deviazione da y*.
Calcolo y*:

(2)
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sottraendo (2) da (1) si ottiene :
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sostituendo  
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[image: image112.wmf]*)

(

*

0

y

y

a

y

y

t

t

-

=

-



[image: image113.wmf]*

*)

(

0

y

y

y

a

y

t

t

+

-

=


[image: image655.wmf]t

y


[image: image114.wmf]a

c

a

c

y

a

y

t

t

-

+

-

-

=

1

)

1

(

0


se 
[image: image115.wmf]1

¹

a


[image: image656.wmf]*

y




STABILITA’ DI UN PuntO d’equilibrio 

Sia y* un punto d’equilibrio di   
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definizione (a)  :  y* è stabile se :  dato  
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definizione (b)  :  se  y* non è stabile allora si dice instabile
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definizione (c)  :  y* si dice attrattivo se  
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definizione (d)  :  se  
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allora y*  si chiama attrattore globale
definizione (e)  :   y* è un punto di equilibrio asintoticamente stabile se è stabile e attrattivo
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STABILITA’  soluzioni di equazioni  1° ordine

(1)
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esempio a=1:
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se   c ( 0  non esiste punto fisso y*  ,  infatti


[image: image149.wmf]c

y

y

+

=

*

*

      è  impossibile, 

se   c = 0     la soluzione è stabile:  
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esempio a=-1:
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cioè yt è periodica ed oscilla tra i valori: y0 e c-y0
STUDIO GRAFICO DELLA STABILITA’
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Esempi

SDD (Sistemi Dinamici Discreti) lineari 
Algoritmo di Erone

L’equazione alle differenze finite del primo ordine
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per il calcolo della radice quadrata di N definisce una successione che converge (rapidamente) a 
[image: image159.wmf]N

. Per esempio, con N=2 e x0=1:
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si osservi che x3 approssima già la quinta cifra decimale di 
[image: image161.wmf]2


Matlab: rappresentare graficamente la soluzione numerica dell’equazione di Erone per N=2 e x0=1 e sovrapporvi la retta 
[image: image162.wmf]2
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Esercizio (equilibrio)

In un piccolo paese del Varesotto, 1000 abitanti, il tasso di mortalità annuo è del 20%; fortunatamente ogni anno nascono 100 bambini. Qual è nel tempo l’evoluzione della popolazione? Si estingue, aumenta a dismisura, si stabilizza?

Soluzione
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cioè:
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e dalla condizione iniziale: x0=1000.

Quindi

x0=1000

x1=0.8x0+100

x2=0.8x1+100

…….

1000
900
820
756….500

Si può osservare che il sistema converge per eccesso a 500. Poiché i parametri del sistema sono 0.8, 100 e 1000, viene spontaneo chiedersi in che modo 500 scaturisca da quei valori. Per esempio che cosa succederebbe se inizialmente ci fossero 1000, ma non 2000 abitanti?

· Si stabilizzerà a 1000 invece che a 500?

· Se iteriamo vediamo che convergerà ancora a 500 per eccesso

· E se partiamo da x0=200?

Convergerà ancora a 500 ma per difetto.

La successione costante 500 sembra attrarre tutte le altre!

Matlab: Rappresentare graficamente l’andamento della popolazione a partire da diverse condizioni iniziali

500 è funzione solo di 0.8 e 100 e non del valore iniziale : provare a calcolare il punto fisso (o equilibrio) :c/(1-a)=100/(1-0.8)=500

Esempio (stabilità di un equilibrio)

Un  pigro quarantenne decide di vivere di rendita. Dispone di un capitale di 100.000 euro che produce ogni mese interessi pari al 1%; per vivere stima di aver bisogno di 1000 euro al mese. Ce la farà?

Soluzione

Se indichiamo con xt il deposito bancario del signore al tempo t (misurato in mesi), il problema può essere modellizzato mediante il SDD (Sistema Dinamico Discreto):
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cioè
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con la condizione iniziale x0=100.000. 

N.B. Si tratta ancora di un SDD lineare affine. L’equilibrio del sistema è:
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cioè esattamente la condizione iniziale. Infatti l’interesse mensile del 1% su 100.000 € (l’aumento percentuale) è uguale alla quota mensile di 1000 euro necessaria per vivere (la diminuzione assoluta). In queste condizioni il nostro quarantenne può vivere di rendita per l’eternità. Ma …. Si tratta di un equilibrio assai precario.

Che cosa succede se il capitale iniziale è (seppur di poco) diverso da 100.000 €?

Se x0<100.000 (anche solo di un centesimo di euro) allora il nostro signore è destinato (prima o poi) alla rovina.

Se invece x0>100.000 (anche solo di un centesimo di euro) allora il capitale aumenta indefinitamente. 

Matlab: Fare il grafico dell’andamento del deposito per x0=90.000 € e per x0=110.000 €.

Dopo circa 20 anni=240 mesi nel primo caso il capitale si estingue, nel secondo caso raddoppia.

La causa sta nel fatto che a=1.01>1 

Matlab:Il fatto che l’equilibrio x*=100000 sia instabile si può visualizzare rappresentando diverse soluzioni per diverse condizioni iniziali. L’equilibrio prende il nome di repulsore.

Esempio

Studiamo la successione
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Questa è la successione costante =1/3. tuttavia se proviamo con Matlab osserviamo che dalla 12-esima iterazione in poi (format long) la successione inizia a divergere e tende a –inf. (N.B. il coeff di xn =4 implica che spostandosi da poco dal valore di eq. ci si allontana rapidamente da esso.

Matlab:Rappresentare graficamente la successione al variare dei valori iniziali

Osservazione

Un SDD lineare affine caratterizzato da una 

diminuzione percentuale+aumento assoluto

possiede un equilibrio stabile (converge sempre all’equilibrio), mentre un sistema soggetto a 

aumento percentuale+diminuzione assoluta

possiede un equilibrio instabile (diverge per qualunque valore di x0(x*

Questa osservazione è molto utile per strategie in ambiente economico e più in generale in ambienti in cui una certa risorsa sia soggetta a prelievo periodico (bacini di pesca, aree di caccia, imposte sui cittadini, …): se vogliamo che una risorsa non si estingua, ma raggiunga un equilibrio stabile, non dobbiamo prelevarne una quantità costante ad ogni periodo, ma una certa percentuale costante.

COBWEB

Descrive l’andamento del prezzo di un bene  in un mercato agricolo.

Le sue prime formulazioni sono dovute a Ezekiel (1938), H. Schultz, J. Tinbergen, U. Ricci, N. Kaldor e furono sollecitate sia dall’esigenza di spiegare le fluttuazioni empiriche dei prezzi tipiche di molti mercati (soprattutto quelli agricoli) sia da quella di approfondire il concetto di equilibrio del mercato.

Nel caso più semplice, considerando funzioni di domanda e di offerta lineari ed ipotizzando che la domanda di “oggi” Dt sia funzione del prezzo di “oggi” pt:

(1) 
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L’offerta di “oggi”  
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(2)
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ciò per tener conto del fatto che la produzione intrapresa in base al prezzo di “ieri” richiede tempo e può essere offerta sul mercato solo “oggi”.

Imponendo la condizione di equilibrio:

(3) 
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si ottiene
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e quindi

(4) 
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calcoliamo la soluzione:
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(5)

dove :

p0 = prezzo all’inizio del periodo 0

p* = prezzo all’equilibrio

Dalla (5) si vede che se 
[image: image180.wmf]*

0

p

p

¹

, il prezzo seguirà nel tempo oscillazioni costanti, esplosive o smorzate a seconda che 
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Osservazione:

d < b (stabilità) geometricamente vuol dire che la pendenza (in modulo) di 
[image: image182.wmf]t
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 rispetto a 
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 è minore della pendenza di 
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rispetto a 
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, cioè la produzione 
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 varia più lentamente della domanda 
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 al variare del prezzo.

Conclusione:

1)I prezzi possono fluttuare anche se le relazioni tra domanda e offerta sono stabili (cioè la loro relazione con il prezzo non cambia). 2) Si ha stabilità per d < b
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INTERESSI SEMPLICI

S0 = valore iniziale del deposito

St = valore del deposito dopo t unità di tempo

r = tasso d’interesse per ogni unità di tempo
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LEGGE INTERESSI SEMPLICI

 t= 0, 1, 2, …     nota bene :  a  = 1

soluzione analitica
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FORMULA INTERESSI SEMPLICI

poiché r > 0 e S0   > 0  la successione 
[image: image199.wmf]{
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INTERESSI COMPOSTI

L’interesse guadagnato in ogni periodo è ora calcolato sul deposito di quel periodo invece che sulla somma iniziale:
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             LEGGE INTERESSI COMPOSTI

soluzione analitica
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     FORMULA INTERESSI COMPOSTI

Stabilità :

S* = 0  ,  S0  > 0 ,  r+1   > 1  (  la successione  
[image: image202.wmf]{
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AMMORTAMENTO

L’ammortamento è un modo di ripagare un prestito mediante una serie di pagamenti periodici, di solito di valore costante, ognuno dei quali serve in parte per pagare gli interessi ed, in parte, per ridurre il debito.

A = debito da ripagare

I =  tasso d’interesse

R = pagamento periodico

Dt = somma dovuta dopo t pagamenti di valore R 

(ovvero all’inizio del ( t+1)-esimo periodo)

Dopo il ( t+1)-esimo pagamento della quantità R , il debito totale sarà Dt+1 , quindi :
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sia D0 = A il debito iniziale

Soluzione analitica :
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ammontare debito

  ammontare pagamenti

iniziale accumulato

  effettuati dopo t periodi

Stabilità :

Riscriviamo la soluzione
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Esercizio (ammortamento)

Che valore deve avere R (ovvero il pagamento periodico) in modo da azzerare il debito iniziale A dopo q pagamenti ?
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definizione :

R –1 = fattore d’ammortamento

MULTIPLIER-ACCELERATOR MODELS

(SAMUELSON E METZLER)
Il principio del moltiplicatore stabilisce che l’aumento degli investimenti implica un aumento del reddito (Y ) come risultato di una relazione moltiplicativa tra investimenti e reddito:
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dove c è una costante >0.

Il principio dell’acceleratore  stabilisce che la decisione di investire da parte delle ditte è, almeno in parte, dipendente dalle aspettative della domanda.
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Quindi il principio del moltiplicatore implica che se gli investimenti aumentano allora aumenta il reddito Y,  mentre il principio dell’acceleratore implica che l’aumento del reddito Y induce un aumento negli investimenti.

Esistono altri tipi di acceleratori e moltiplicatori.

Unendo acceleratori e moltiplicatori si è cercato di spiegare i cicli dell’economia.

SAMUELSON  1° ORDINE
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Se supponiamo che :

· Gt = 0

· Ct = ( yt + c

(  e  c   costanti

(  =

  propensione marginale al consumo

c ( 0  
  ovvero i consumi sono positivi 

  
  anche se il reddito yt = 0

0 < ( < 1  ovvero qualsiasi aumento del reddito è in parte,

ma non interamente convertito in un aumento dei   

consumi

· Se supponiamo inoltre di essere in un periodo senza disoccupazione (economia in espansione) e sia possibile investire una parte delle entrate  (
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Sostituendo in  (1)
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1° ordine, coeff. costanti, non omogenea

punto fisso :
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dato  y0  si ha la soluzione analitica
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stabilità del punto fisso :

   
[image: image219.wmf]1

)

1

(

1

       

      

0

)

1

(

   

e

   

0

    

poichè

>

-

+

Þ

>

-

>

a

a

r

r







0 < ( < 1


[image: image220.wmf]{

}

t

y

y

y

   

   

*

0

Þ

<



- (  
che non può essere perché (yt < 0

non è in accordo con economia in espansione
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1° ordine , lineare, omogenea,  It* = 0

soluzione analitica :
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(aggiustamento passivo dell’inventario)
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produzione tot      vendite   magaz.     investim.

Supponendo che :

· 
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ovvero tutte le merci vengono prodotte per essere vendute e non si presta attenzione alla scorta del magazzino              (non vuol dire che il magazzino sia vuoto)
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soluzione analitica :
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stabilità:
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- 5. Each of the following difference equations is asstmed to be defined over
the set of k-values 0,1,2,- - - In addition, suppose ¥p is prescribed in each
case and is equal to. 2, Find the solution of the difference equation, write out
the first six values of y in sequence form, and describe the apparent behavior of
y in this sequence.

) Yrgr = W — ]
4D Yra =Y+ 2
Y+ YPe—2=0
(d) 3Ypar =20 + 3
€ Wi + Y —3=0
) Yerr + 3 =0

-" 3. Repeat Problem 2, assuming that the prescribed value of ¥ is ¥p= 6.
Again write out the first six values of y, starting with Ye- Does the behavior in
thissequenceclmngaastheiniﬁalmndiﬁon'sdlangedfrmyﬂs2my.,=6'!

PropLEMs 2.4
2 (@) ye =2 G+ 1) 2,5 14,41, 122, 365; y increases without bound. (¢} yx =
1+ (~1)F; 2,0,2,0,2,0; yoscillates between the values 2and 0. (y =1+ (—3¥;
2, % % 2, 13, §1: y approaches the value 1 but is alternately abeve and below 1.
T @) = FrE @n=1+5-D" @ p=1+ 5(—1)*; behavior of
y-values does not change. 5 ypera(2F=t =), k= L2 6.
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Soluzioni dettagliate di alcuni esercizi:

ES2

Calcolare la soluzione analitica (in forma chiusa) e scrivere i suoi primi 6 valori. Considerare y0=2.
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Es2.1
Date le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti

(i) determinare la soluzione in forma chiusa

(ii)  studiare il comportamento asintotico della soluzione
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Metodi Matematici per l’Ingegneria

Capitolo  n° 3

EQUAZIONI  DEL  2° ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTI

( SOLUZIONI E STUDIO DELLA STABILITA’ )

esempi :

METZLER 2° ORDINE

         

SAMUELSON  2° ORDINE      

EQUAZIONI  2° ORDINE A COEFF. COSTANTI OMOGENEE
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equazione caratteristica
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vi sono 3 possibilità :

1.  radici reali distinte

2.  radici reali coincidenti

3.  radici complesse coniugate

1.   RADICI  REALI  DISTINTE      
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soluzione generale dell’omogenea
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esempio
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                  soluzione generale dell’omogenea
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              soluzione particolare dell’omogenea
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2.   RADICI  REALI  COINCIDENTI       
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                   soluzione generale dell’omogenea
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  si calcolano a partire dalle condizioni iniziali 
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esempio       
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soluzione particolare dell’omogenea

1.   RADICI  COMPLESSE E CONIUGATE      
[image: image297.wmf] 

,

2

1

C

Î

l

l



[image: image298.wmf]  

        

2

1

b

a

l

b

a

l

i

i

-

=

+

=



[image: image299.wmf]...

 

   

)

(

c

)

(

2

1

=

-

+

+

=

t

i

t

i

c

y

t

b

a

b

a


passando alle coordinate polari
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esempio       
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    soluz. generale dell’omogenea
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EQUAZIONI  DEL  2° ORDINE  A  COEFF. COSTANTI 

NON OMOGENEE        
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Si dimostra che la soluzione generale dell’eq. completa  
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              gen.completa       gen.omogenea     particolare completa
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   si ricava risolvendo l’eq. omogenea    
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 , nel caso di eq. a coeff.costanti, si ricava usando il 

        metodo dei coefficienti indeterminati

Metodo dei coefficienti indeterminati

Il metodo consiste nel supporre la forma della soluzione particolare della completa  
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Si impone una 
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Quando il termine noto é costante
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N.B.

Cosa succede se    
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Esempio:
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COMPORTAMENTO ASINTOTICO (STABILITA’) DELLE SOLUZIONI DELLE EQ. DEL 2 ORDINE OMOGENEE A COEFF. COSTANTI

(1)        
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CASO A    
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   RADICI REALI DISTINTE

Supp.  
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Il comportamento al limite della soluzione é determinato da quello della soluzione dominante.
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Soluzione generale omogenea
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CASO C      RADICI COMPLESSE E CONIUGATE
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Tutto ciò si riassume nel seguente 

Teorema

Sia  (1)      
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1. Tutte le soluzioni dell’equazione (1) oscillano intorno a 
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l’equazione caratteristica non ha radici reali positive.

2. Tutte le soluzioni dell’equazione (1) convergono a 
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COMPORTAMENTO ASINTOTICO ( STABILITA’ ) DELLE SOLUZIONI DELLE EQ. DEL 2° ORDINE NON OMOGENEE  A COEFF. COSTANTI E CON TERMINE NOTO COSTANTE
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TEOREMA

1. Tutte le soluzioni dell’equazione (2) oscillano intorno al  punto di equilibrio 
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   <=>   nessuna radice dell’equazione caratteristica è un numero reale  >  0.

2. Tutte le soluzioni convergono a 
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TEOREMA
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converga asintoticamente

N.B.

Il teorema precedente permette di sapere se un’equazione alle differenze finite avrà una soluzione asintoticamente stabile a partire dai coefficienti, senza calcolare le radici dell’equazione caratteristica.
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Calcoliamo la soluzione dell’omogenea   
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in coordinate polari
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Soluzione particolare dell’eq. completa     
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soluzione generale dell’eq. completa  
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SAMUELSON  2° ORDINE
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soluzione generale omogenea
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Soluzione particolare completa   
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STABILITA’
Per studiare la stabilità si può studiare il modulo delle radici o i coeff. dell’equazione caratteristica ovvero :
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quindi nel caso di Samuelson:
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è condizione necessaria e sufficiente affinché  
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equilibrio asintoticamente stabile

la convergenza sarà oscillatoria se le radici saranno complesse o reali negative
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REGIONI DI STABILITA’ NELLO SPAZIO 

DEI PARAMETRI
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discrimina i casi in cui le radici sono 

complesse da quelli in cui sono reali
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Esempio (numeri di Fibonacci)

La successione 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, …

in cui ciascun numero è la somma dei due precedenti. Introdotta nel 1202, da Leonardo Pisano, detto Fibonacci, per risolvere il problema di quante coppie di conigli possono essere prodotte da una coppia in un anno.

Si suppone che al tempo 0 ci siano 2 conigli: un maschio e una femmina. Dopo 1 mese la coppia diventa adulta ed è in grado di procreare e di generare una nuova coppia ogni mese: ogni nuova coppia  è in grado di procreare dopo il primo mese di vita. Supponiamo che i conigli siano immortali, quante coppie ci saranno al mese k? Il numero cercato di coppie di conigli sarà Fk, il k-esimo numero di Fibonacci:
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I numeri di Fibonacci presentano diverse proprietà che ne hanno consentito l’applicazione in diversi campi.

Ad esempio il limite del rapporto 
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Curiosità

Per motivi legati allo sviluppo dei fiori, il numero di petali di molti di essi è un numero di Fibonacci. Per esempio il giglio ha 3 petali, i ranuncoli ne hanno 5, la cicoria 21, la margherita spesso 34 o 55; la testa dei girasoli è costituita da due serie di spirali, una in un senso ed una in un altro. Il numero di spirali di senso diverso differisce per 21 e 34, 34 e 55, 55 e 89, o 89 e 144 semi e lo stesso avviene per le pigne, per le conchiglie, per l'ananas.

Il nostro cervello ha una particolare attitudine a riconoscere nelle onde sonore la serie di Fibonacci, ed è per questo motivo che nel mondo della musica vi è una forte ricorrenza di questi numeri; basti pensare ad un pianoforte che presenta ottave da otto tasti bianchi e 5 neri che generano quindi 13 note; inoltre la prima, la terza e la quinta creano la base maggiore di tutti gli accordi e tra di loro vi è una separazione di 2 toni. Non è quindi una coincidenza che molti strumenti musicali siano costruiti seguendo le proporzioni della serie di Fibonacci; tant'è che il famoso Stradivari, noto per i suoi proverbiali violini, per il calcolo del foro centrale utilizzò la logica del matematico toscano

MATLAB: Rappresentare graficamente la soluzione numerica e calcolare a mano quella analitica.

Metodi Matematici per l’Ingegneria

Lezione  n° 4

SISTEMI DI EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE FINITE

E  STABILITA’ 

· Esempi di sistemi lineari : 



Catene di Markov



Dinamica di popolazione con matrice di Leslie



Modello indagine

· Stabilità di un sistema lineare dal punto di vista geometrico

· Sistemi (2×2) come equazioni di 2° ordine e analogia dei criteri di stabilità.

Introduzione

Fino ad ora abbiamo trattato sistemi uni-dimensionali, abbiamo cioè analizzato l’evoluzione di una sola grandezza. Ora analizzeremo sistemi a più dimensioni quindi evoluzioni di più grandezze contemporaneamente.

Catene di Markov 
(processi markoviani discreti: l’evoluzione del sistema allo stato al tempo t+1 dipende solo dallo stato al tempo t)

Esempio
Nel Paese X, in cui votano costantemente 12000 cittadini, si vota ogni anno per il rinnovo del Parlamento e ogni anno si presentano alle elezioni due partiti: il partito A e il partito B. Ad ogni elezione gli umori dell’elettorato in parte cambiano: non tutti quelli che hanno votato per un partito lo votano ancora l’anno successivo. Da stime e sondaggi si ricava la seguente tabella, che illustra come si spostano le preferenze dell’elettorato da un anno all’altro:

	
	da A
	da B

	a A
	70%
	20%

	a B
	30%
	80%


Se le ultime elezioni dell’anno 2003 hanno assegnato 11000 voti al partito A e 1000 voti al partito B, come andranno le elezioni del 2004? E del 2010? E del 2020? Qual è l’evoluzione del sistema?

Indichiamo con A0 e B0 la distribuzione di voti al tempo t=0. I voti di A al tempo t=1 saranno pari al 70% di A0 più il 20% di B0. Analogamente i voti di B al tempo t=1 saranno pari al 30% di A0 più l’80% di B0. La distribuzione di voti al tempo t=1 è dunque la seguente:

A1=0.7*A0+0.2*B0
B1=0.3*A0+0.8*B0;

In forma matriciale
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La matrice M si chiama matrice di transizione.

Supponiamo che M sia costante nel tempo; possiamo allora definire un SDD a due dimensioni:


[image: image478.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

1000

11000

0

x



[image: image479.wmf]t

t

Mx

x

=

+

1


si tratta della naturale generalizzazione del SDD lineare uni-dimensionale 
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Il sistema è caratterizzato da una matrice stocastica M(o matrice di probabilità), in cui la somma delle colonne è sempre 1: la matrice descrive un sistema chiuso, senza entrate né uscite.

Una successione di questo tipo è chiamata catena di Markov (Andrei Markov 1856-1922). 

Nel nostro esempio risulta
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Si osservi che la somma degli elementi di 
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 è ancora 12000: è una caratteristica delle matrici stocastiche.

Per la proprietà associativa del prodotto tra matrici:
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ed in generale:
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facendo i calcoli con il calcolatore si ottiene:
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ecco la tabella e il grafico delle due successioni (i voti per A e per B, cioè la prima e la seconda componente del vettore x).

t  t+2003       A        B  

0   2003   11000   1000

1   2004   7900           4100

2   2005   6350           5650

3   2006   5575           6425

4   2007   5187.5         6812.5

5   2008   4993.75        7006.25

6   2009   4896.875       7103.125

7   2010   4848.4375      7151.5625

8   2011   4824.2187      7175.7813

9   2012   4812.1094      7187.8906

10   2013   4806.0547      7193.9453

11   2014   4803.0273      7196.9727

12   2015   4801.5137      7198.4863

13   2016   4800.7568      7199.2432

14   2017   4800.3784      7199.6216

15   2018   4800.1892      7199.8108

16   2019   4800.0946      7199.9054

17   2020   4800.0473      7199.9527
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Si osserva che il sistema si stabilizza rapidamente verso il vettore 
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: analogamente a quanto accade per i sistemi uni-dimensionali si tratta del vettore di equilibrio, cioè dell’unico vettore che soddisfa l’equazione vettoriale:
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e tale che la somma degli elementi sia 12000. Ogni catena di Markov converge ad un vettore di equilibrio che è indipendente dal vettore iniziale x0.

Esercizio Matlab

Implementare un algoritmo per rappresentare graficamente l’andamento dei voti ai due partiti A e B nel tempo

Un modello di evoluzione di una popolazione usando le matrici di Leslie

Supponiamo di aver diviso una popolazione in 6 fasce di età di 15 anni ciascuna:

Fascia 1: 0-15 anni

Fascia 2: 15-30 anni

…

Fascia 5: 60-75 anni

Fascia 6 più di 75 anni

Fotografiamo la distribuzione della popolazione nelle varie fasce d’età in un certo istante mediante il vettore P0, il cui k-esimo elemento rappresenta il numero di individui della popolazione che appartengono alla fascia k. Chiediamoci quale sarà la distribuzione nelle varie fasce d’età esattamente tra 15 anni, cioè quale sarà  il vettore P1.
Per saperlo abbiamo bisogno di due tipi d’informazioni:

1) i coefficienti di sopravvivenza, e cioè la probabilità che un individuo che appartiene alla fascia d’età k sia vivo dopo 15 anni, e quindi appartenga alla fascia d’età k+1. Indichiamo con sk tali coefficienti.

2) I coefficienti di fertilità, e cioè il numero medio di nuovi nati per ciascun individuo della fascia k. Più precisamente: dagli individui della fascia k, nell’intervallo di tempo di 15 anni, nasceranno fk nuovi individui.

Una matrice di Lesile L (P.H. Leslie, The Use of Matrices in Certain Population Mathematics ) contiene tutte le informazioni date dai coefficienti sk e dai coefficienti fk e, nell’ipotesi delle 6 fasce d’età, ha la seguente struttura:
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In generale il generico elemento 
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 della matrice descrive la percentuale di individui che, facendo parte della fascia d’età k, dopo 15 anni sono ancora vivi nella fascia h.

Gli unici elementi diversi da 0, a parte la prima riga, sono quelli del tipo 
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E’ altresì noto che sulla prima riga il primo e l’ultimo elemento saranno costituiti da numeri piccoli: il tasso di fertilità è basso per i nuovi nati e per gli anziani.

Ecco un esempio di matrice di Lesile a 6 stadi, con t=15 anni.
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Anche la matrice L è una matrice di transizione: se il vettore Pt descrive la suddivisione in fasce d’età di una popolazione in un certo istante t, al tempo t+1 (cioè dopo 15 anni) la popolazione sarà descritta dal vettore LPt
Abbiamo costruito il SDD lineare:
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con la condizione iniziale P0, che descrive l’evoluzione della distribuzione della popolazione nel tempo, a passi costanti di 15 anni. Per esempio se:
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(i dati sono in milioni di individui), ecco la situazione dopo 1, 2, 3 anni:
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Si può osservare che la popolazione, (nell’ipotesi che i coefficienti della matrice di Leslie rimangano costanti) tende a crescere indefinitamente. Il sistema evolve in tutt’altro modo, invece, se i coefficienti di fertilità sono bassi. Per esempio 
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 (anziché 0.8) e la popolazione tenderà  ad estinguersi.

ES5 (matriceLeslie.m)

Implementare un algoritmo per rappresentare graficamente l’andamento delle 6 popolazioni di individui nel tempo variando i coefficienti della matrice di Leslie. 

ESEMPIO  INDAGINE

Si vuole studiare l’evoluzione dell’opinione di un gruppo d’individui (campione) rappresentativo di una certa popolazione. 

Si suppone che il campione sia sottoposto ad una domanda alla quale si possa rispondere solo “si”  o “no”.

 La stessa domanda viene riproposta in interviste successive. Il soggetto può mantenere o cambiare la sua risposta da un’intervista all’altra. 

Quindi si possono avere le seguenti transizioni indicate dalle rispettive probabilità:





Probabilità di transizione


si
(
si



si
(
no



no
(
si



no
(
no


 e   sono le probabilità con cui un individuo cambia la sua risposta da “si” a “no” e viceversa 
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  e   sono le probabilità con cui l’individuo rispettivamente mantiene il suo “si” o “no” in due interviste successive.

Se conosciamo l’opinione iniziale  (numero di persone che hanno risposto si, e che hanno risposto no)  alla domanda nella prima intervista (denotata con t=0), e supponiamo che le risposte successive di ogni individuo siano governate dalle probabilità di transizione sopra menzionate, allora siamo in grado di calcolare la sequenza di opinioni del campione (n° di si e n° di no) nelle interviste successive (denotate con t=1, 2, 3, ...).

 invece del n° di “si” e “no” si possono usare le rispettive probabilità ovvero:

 pt=(n° “si”)/(n°tot)= probabilità di dire “si” nell’intervista t-esima

 qt=(n°”no”)/(n°tot)=probabilità di dire “no” nell’intervista t-esima

quindi
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t=0, 1, 2, ...
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t=0, 1, 2, ...
sistema di due equazioni in due incognite p e q. 

Queste equazioni, unite ai valori iniziali di p0 e q0 (che specificano la suddivisione iniziale  di si-no) determinano i valori di pt e qt e quindi di si-no nell’intervista numero t per qualsiasi valore di t.

Vogliamo trovare espressioni per pt e qt in funzione delle probabilità iniziali p0 e q0 , delle probabilità  e e del tempo t (ovvero la soluzione analitica)

Un sistema di due equazioni alle differenze simultanee può essere riscritto in forma matriciale.

Sia Vt il vettore colonna delle incognite con componenti pt  e  qt:
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t=0,1,2,...
Se denotiamo con A la matrice delle probabilità di transizione
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allora il sistema  può essere riscritto come :
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t=0, 1, 2, ...
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quindi :
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t=0, 1, 2, ...

Per completare il calcolo dobbiamo esplicitare  
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. Ma per fare ciò è necessario introdurre:
ALCUNE DEFINIZIONI E PROPRIETA’

· Data una matrice        
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                                         si dice autovalore di  A  il numero  (   t.c.   
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· I vettori   
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 si chiamano autovettori di A associati all’autovalore  
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· La (1) ha almeno 1 soluzione   
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· Due matrici  A e B sono simili   (   (  una matrice P  non singolare   t.c.   
[image: image516.wmf]1
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· Se A e B sono simili    (    hanno gli stessi autovalori

· Se A è simile ad una matrice diagonale    (   si dice diagonalizzabile
· Una condizione sufficiente affinchè A(nxn) sia diagonalizzabile è che abbia n autovalori distinti.

CALCOLO  
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Se A è diagonalizzabile   cioè   
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                  P matrice autovettori  
 D matrice autovalori  

      (  
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CALCOLO DI  
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· CALCOLO DEGLI AUTOVALORI DI  A :
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e quindi:
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e quindi le due radici caratteristiche
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Nel nostro caso 
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 a meno che ( e (  siano uguali a 0, caso che si esclude perché non interessante ,quindi le due radici caratteristiche 1e 2 della matrice A sono reali e distinte.  

Quindi A è diagonalizzabile  ovvero esistono P e D tali che :
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D è la matrice degli autovalori :         
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P è la matrice degli autovettori ovvero dei vettori 
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· CALCOLO  DELLA MATRICE  P :

Sia  v=(x1,x2) 
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Quando 
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(1)    
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quindi x1 ed x2 non sono univocamente determinati (una equazione in due incognite), ma sono determinati a meno di una costante moltiplicativa.

Scegliamo come soluzione della (1)
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e sia v1 il vettore caratteristico corrispondente a 
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, di componenti x1 e x2
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                Poiché richiediamo autovettori non nulli, 

                                       (  e (   non devono essere entrambi nulli.

Quando 
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che sono soddisfatte se scegliamo x1=-x2   ad es se 
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Se v2 denota l’autovettore corrispondente a 
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Dalla discussione precedente segue che gli elementi della matrice diagonale D sono gli autovalori 
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  di A e le colonne della matrice P sono gli autovettori v1 e v2 quindi
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t=0, 1, 2, ...,

dove : 
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Per completare il calcolo di At, si deve calcolare P-1:

Dobbiamo determinare quella matrice P-1 per cui PP-1=I. Nel caso di P 2(2  si devono risolvere due sistemi in due

incognite.
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Facendo i calcoli si trova che:
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(**)
e quindi facendo le moltiplicazioni richieste (
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ovvero :
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quindi, ricordando che 
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poiché le componenti di Vt sono pt e qt, troviamo la seguente soluzione del sistema di equazioni alle differenze :
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t=0, 1, 2, ...,

INTERPRETAZIONE DELLA SOLUZIONE

Ora ritorniamo al sistema di equazioni 

(2)
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t=0, 1, 2, ...

ricordiamo che  e  sono le probabilità di transizione e quindi sono valori compresi tra 0 e 1.

Consideriamo dapprima i due casi limite:

· 0 e (prob di trans. nulla: si rimane sempre nello stesso stato)
·  e     (trans certa: si cambia sicuramente stato)

Se 0 e allora le (2) si riducono  a
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t=0, 1, 2, 3, ...,

Ciò significa che non vi è transizione da uno stato all’altro.

Se il sistema è inizialmente nello stato 1, per esempio  p0=1, q0=0, allora, allora pt=1 per tutti i tempi successivi.

Il secondo caso  e  è leggermente più interessante.

La (2) diventa :
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t=0, 1, 2, 3, ...,
Quindi se il sistema è nello stato 1 per t=0 (cioè p0=1, q0=0), allora va nello stato 2 per t=1 (p1=0), ritorna nello stato 1 per t=2 (poiché p2=1) e continua ad alternarsi da uno stato all’altro.

Le transizioni da uno stato all’altro sono certe in ogni intervallo di tempo.

Il caso in cui  
[image: image563.wmf]2

0

<

+

<

b

a

  è quello più interessante. 

A questo proposito ritorniamo alle soluzioni  del sistema di equazioni alle differenze. Ripetiamo pt :
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t=0, 1, 2, 3,...,               

Due domande sono di particolare interesse:

(1) Esiste un valore limite della probabilità pt all’aumentare di t?

(2) Supponendo che il valore limite esista, come esso dipende dai
             valori iniziali di p0 e q0?

(1)   Nel caso considerato la quantità 1- è un numero tra –1 e +1 e  
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 quindi tende a zero per t (( .  Si trova quindi:
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All’aumentare di t, ovvero facendo sempre più prove, la probabilità pt “di dire si” tende al valore  
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(2)   Tale valore limite è chiaramente indipendente da p0 e q0 e quindi non 

        è influenzato dallo stato del sistema al tempo 0.

Interpretiamo questo risultato:

pt, ovvero la probabilità di rispondere si al tempo t, tende ad un valore indipendente da p0, cioè dalla probabilità iniziale di dire “si”. Ciò implica che “la conoscenza dell’opinione iniziale diventa via via meno importante, ai fini della predizione, con lo scorrere del tempo.

(**) 

Scomposizione matrice in Matlab e inversa di P
A=P*D*P-1
>> syms a b

>> A=[1-a b; a 1-b];

>> [P,D]=Jordan(A)

P =

[  b/(b+a),  a/(b+a)]

[  a/(b+a), -a/(b+a)]

D =

[     1,     0]

[     0, 1-b-a]

>> inv(P)

ans =

[    1,    1]

[    1, -b/a]
N.B. Matlab sceglie autovettori di modulo diverso ma la direzione non cambia

STABILITA’

Siamo interessati al comportamento qualitativo delle soluzioni senza calcolarle.

Molti dei problemi pratici sono non lineari e non risolvibili analiticamente.

Proprietà

A matrice reale 2 ( 2   (  (  una matrice P   t.c.  
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dove  B  ha una delle seguenti forme :
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B = forma di Jordan di A
P è formata dagli autovettori (generalizzati) di A
Ref :

 L.PERKO

“Differential equations and Dynamical Systems”

 Springer-Verlag 1991  pag.39

SABER N. ELAYDI

An introduction to difference equations, Springer-Verlag 1999 pag127

Risolviamo un sistema 2x2 la cui dinamica sia data in forma di Jordan:
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caso con autovalori               in  coordinate
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STUDIO GRAFICO DELLA STABILITA’ DI  UN SISTEMA LINEARE  IN  R2   NELLE  VICINANZE  DEL  UN  PUNTO FISSO


[image: image580.wmf]t

t

B

m

m

=

+

1

  : sistema omogeneo   (   
[image: image581.wmf]fisso

 

punto

   

0

=

t

m

  


[image: image582.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

t

t

t

y

x

m



CASO 1  :  SELLA
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CASO 2  :  NODO
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CASO 3  :  FUOCO     ( STABILE  R<1 ,  INSTABILE  R>1 )
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CASO 4  :  CENTRO     ( R=1 )
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A matrice reale (2×2)

la dinamica da essa generata 
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  sarà qualitativamente uguale a quella generata dalla sua forma di Jordan   
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EQUAZIONI DI 2° ORDINE COME SISTEMI

Equazione 2° ordine
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Soluzione :
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Soluzione :
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Autovalori di A :
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N.B.

Polinomio caratteristico matrice = eq. caratteristica equazione
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autovettore associato all’autovalore  
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autovettore associato all’autovalore  
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TEOREMI STABILITA’ SOLUZIONI SISTEMI LINEARI

Equazione caratteristica equaz. 2° ordine = polinomio caratteristico matrice
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STABILITA’
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OSSERVAZIONI

· Sappiamo che per le equazioni del 2° ordine   
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· Le condizioni equivalenti espresse in funzione del determinante e la traccia di una matrice sono le seguenti :
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PUNTO FISSO DEI SISTEMI LINEARI OMOGENEI
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PUNTO FISSO SISTEMI LINEARI NON OMOGENEI
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ASINTOTICA STABILITA’ DI UN PUNTO D’EQULIBRIO
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