lezione 5

Introduzione

I SDD lineari hanno al più un punto di equilibrio, che è l’attrattore (repulsore) del sistema. Esistono SDD con attrattori più complessi. Un esempio di dimensione 2 è il seguente:

L’algoritmo di Newton

Un classico algoritmo ricorsivo è quello di Newton per l’approssimazione delle soluzioni di una equazione

f(x)=0

Dove f(x) è una funzione derivabile.

Una soluzione di f(x)=0 è un punto x* in cui il grafico di y=f(x) interseca l’asse x. Se in un punto x0 tracciamo la retta tangente a f(x), questa interseca l’asse x in un punto x1. Si manda la retta tangente a f(x) in x1 e così via: si costruisce una successione x0, x1, ..xn, .. che converge a x*.
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La retta tangente a f(x) in x0 ha equazione:
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la sua intersezione con l’asse delle x è la soluzione dell’equazione:
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e quindi la legge ricorsiva:
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Dimostriamo che tale sistema dinamico ha come equilibrio proprio x*. Deve risultare xt+1= xt, quindi un equilibrio è soluzione di:
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 quindi 
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dunque x*, lo zero di f(x) che vogliamo approssimare, è l’equilibrio del sistema dinamico. 

x* è un equilibrio stabile? Cioè possiamo sperare che, partendo da 
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 si ottenga una successione convergente a x*?

Se la risposta fosse si allora avremmo costruito un algoritmo per l’approssimazione di x*.

Affinché l’equilibrio sia stabile, vedremo che vale un condizione simile a quella dei sistemi lineari (abbiamo y=g(x) invece che y=ax)
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Si può verificare che
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dunque x* nel SDD definito dall’algoritmo di Newton è un equilibrio (almeno localmente) stabile: partendo da x0 “abbastanza vicino” a x* (che è ignoto), otteniamo una successione che converge a x*.

Osservazione

Se si applica l’algoritmo di Newton all’equazione 
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 con N positivo qualsiasi e x0>0, si costruisce una successione che converge a 
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. Svolgendo i calcoli: 
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Se vogliamo invece un algoritmo per l’approssimazione della radice cubica di un numero non dobbiamo fare altro che considerare l’equazione 
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. L’algoritmo di Newton ci fornisce il sistema dinamico:
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e, in generale, per la radice n-esima di N, partiamo dall’equazione  
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 e arriviamo al sistema dinamico:
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algoritmi di questo tipo sono implementati nelle calcolatrici scientifiche.

Sistemi discreti e caos

A proposito dell’algoritmo di Newton ci si potrebbe chiedere che cosa accade se l’equazione f(x) =0 ammette più di una soluzione. A quale delle due soluzioni converge la successione di Newton? Evidentemente ciò dipende dalla scelta di x0. Ci si potrebbe aspettare che la successione converga allo zero di f(x) più vicino a x0. E invece……

Vediamo un po’. Se l’equazione da cui partiamo è un’equazione polinomiale di secondo grado che ammette due radici reali 
[image: image20.wmf]2

1

a

a

<



[image: image21.wmf]0

2

=

+

+

c

bx

ax


con 


[image: image22.wmf]0

4

2

>

-

ac

b


allora tutto funziona come ci aspettiamo:
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C’è un unico punto critico da cui non possiamo partire: 

x0=-b/(2a), che annulla il denominatore. In effetti è comprensibile: -b/(2a) è l’ascissa del vertice della parabola 
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 e la retta tangente in tale punto non interseca l’asse delle x. Sia dunque 
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Si verifica facilmente che  se 
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la successione di Newton converge ad 
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Esempio:
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applicando Newton
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Si può verificare facilmente che per qualunque x0<0 la successione converge a 
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, mentre per x0>0 converge a 
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Ma non sempre le cose sono così semplici…

Vediamo ora che cosa succede in nel caso di equazioni polinomiali di terzo grado, per esempio la semplicissima
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che ammette le tre soluzioni 
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costruiamo un diagramma di fase. Il grafico di 
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 e y=x, che si intersecano in -1, in 0 e in 1, è il seguente 

[image: image39.png]* 4

Ed

*

*

05

05




 Ci sono 2 asintoti verticali in corrispondenza di 
[image: image40.wmf]3

/

1

-

 e 
[image: image41.wmf]577

.

0

3

/

1

»

, valori che x0 non può assumere (sono quelli in cui f’(x)=0). Si può verificare mediante un diagramma a scaletta che per 
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 la successione converge a 1 (e se 
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 allora la successione converge a -1.

E se 
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? Ci piacerebbe, ad esempio, che la successione innescata da x0 convergesse alla soluzione più vicina ad x0.

E invece..

Nulla si può dire a priori se 
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: si possono trovare punti arbitrariamente vicini tali che la corrispondente successione converga a valori differenti.

Ad esempio se x0=0.4472 la successione converge a 0, se x0=0.44725 la successione converge a -1 se x0=0.4473 la successione converge a 1.
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Si osservi la tabella:  per cogliere uno degli aspetti più interessanti e al tempo stesso sconvolgenti di un SDD ( aspetto che giustifica il termine caos che si utilizza in questi casi) si parte da valori molto vicini e le primi iterazioni mostrano valori delle successioni pressoché uguali (come ci si potrebbe aspettare) ma ecco che alla quinta iterazione le cose “precipitano”: la prima successione vale circa -0.36, la seconda -0.97, la terza addirittura 15.6.

Si tratta del famoso “effetto farfalla”: il battito d’ali di una farfalla in Florida provoca un tornado alle Hawai.

Vediamo cosa succede tra -1 e 1 osservando i grafici seguenti
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Si tratta forse del primo frattale nella storia della matematica anche se solo intuito.

Metodi Matematici per l’Ingegneria

Lezione  n° 5

EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE FINITE NON LINEARI

· EQUAZIONE LOGISTICA E STUDIO DELLA STABILITA’.   BIFORCAZIONI

· SISTEMI NON LINEARI

Esempi : LOTKA_VOLTERRA, HENON

SISTEMI DINAMICI DISCRETI NON LINEARI

EQUAZIONI SCALARI AD UN PASSO

A differenza del caso lineare, non si sanno esplicitare le soluzioni analitiche salvo casi particolari.

Consideriamo, per semplicità, solo sistemi dinamici discreti scalari, autonomi e ad un passo temporale.

Esempi di  s.d.d.  { I , f }
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s.d.d. lineare
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s.d.d. non lineare
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orbita o traiettoria del s.d.d. corrispondente a { I ,  f } = ( (I ,  f, x0)


Definizione : l’insieme di tutte le traiettorie di s.d.d. { I , f } al variare di x0 si chiama quadro delle fasi (o delle traiettorie)
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Definizione : dato un s.d.d  { I , f }, un numero ( ( R si dice equilibrio ( o punto fisso o punto stazionario )

se vale : 
( = f (()  ( ( I 

(i punti fissi si calcolano imponendo l’intersezione con la bisettrice)

Definizione : Sia { I , f } un s.d.d. 

un ciclo di ordine s (o orbita periodica di (minimo) periodo s, o 

s-ciclo) è un insieme di s valori in I {(0 , (1 , (s-1 } diversi tra loro e tali che :

(1 = f ((0) 
 (2 = f ((1)  
…… 
(0 = f ((s-1)  

s = periodo dell’orbita  ( o ordine del ciclo )

Le orbite di periodo s si trovano calcolando i punti fissi di  

f s(x) = x  togliendo tutti i punti fissi di  f h(x) = x     h = 1,2..s-1
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Equilibrio ed orbite periodiche di { (0,+(), 1/x }
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Esempio :

il s.d.d.  { (0,+(),  f (x) = 1/x } presenta un solo punto di equilibrio 

( = 1 ed ( orbite periodiche { x0 , x0 - 1 }

NOZIONE DI STABILITA’ DI UN EQUILIBRIO

Definizione : 

Un equilibrio ( del s.d.d. { I , f } si dice equilibrio stabile se 
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Definizione : 

viceversa, ( si dice equilibrio instabile se non è stabile, cioè se 
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si possono determinare  
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Definizione : 

Un equilibrio ( del s.d.d. { I , f } si dice equilibrio globalmente stabile se , per ogni x0 ( I , posto xk = f k ( x0 ) risulta :
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Definizione : 

Un equilibrio ( del s.d.d. { I , f } si dice equilibrio localmente attrattivo  se  ( ( >0  tale che :


[image: image59.wmf]),

,

(

0

h

a

h

a

+

-

Ç

Î

"

I

x


posto 
[image: image60.wmf])

(

0

x

f

x

k

k

=


risulta : 
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attrattore,bacino d’attrazione,repulsore, 

orbite periodiche stabili o instabili.

Alcune differenze tra sistemi lineari e non lineari
Topologia attrattore:

lineari: punto o orbita periodica

non lineari: punto, orbita periodica, insieme finito o infinito di punti, insieme frattale.

Inoltre 

Per i sistemi lineari: attrattore globale (a partire da qualsiasi x0)

Per i sistemi non lineari: attrattore locale o globale
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  modello continuo
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 modello discreto

CONDIZIONI DI STABILITA’ BASATE SULLE DERIVATE

Teorema : (condizione del primo ordine di stabilità)

Se ( è un equilibrio per il s.d.d. { I , f } e   f  è di classe C 1 allora :
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Teorema : (condizione del secondo ordine di stabilità)

Se ( è un equilibrio per il s.d.d. { I , f }  con   f  di classe C 2 e 

f( (() = 1   allora :
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 f   convessa




    f   concava

Esempio 1
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Esempio 2
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· attrattivo

Teorema : (condizione del terzo ordine di stabilità)

Se ( è un equilibrio per il s.d.d. { I , f } con   f  è di classe C 3 , 

f( (() = 1,  f(( (() = 0  allora :
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Teorema : Sia f : I ( I con  f ( C 3, f (() =( , f( (() = -1 allora :
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RIEPILOGO :
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Schema riassuntivo per lo studio della stabilità di un equilibrio ( quando  f  è dotata di derivate.

l.a.s = 
localmente asintoticamente stabile

s.l.a.s = 
superiormente localmente asintoticamente stabile

i.l.a.s = 
inferiormente localmente asintoticamente stabile

r. = 

repulsivo

s.r. = 
superiormente repulsivo

i.r. =

inferiormente repulsivo

STABILITA’  DELLE  ORBITE  PERIODICHE

Teorema : Sia  f : I ( I  ,   f ( C 1( I ) e { (0 , (1 ….. (s-1 } un s-ciclo per il s.d.d. { I , f }  allora :
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esempio: 
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E’ un teorema molto semplice da applicare se è noto l’ s-ciclo.

La vera difficoltà consiste nel sapere se esiste un s-ciclo e nella sua determinazione.

Esempio : 

se   
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per determinare un 4-ciclo si devono trovare i punti fissi di
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  che è un’equazione di 16° grado !!

SISTEMI DINAMICI NON LINEARI 

MAPPA LOGISTICA
Evoluzione di una popolazione xk
MALTHUS   
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Correzione di  VERHULST
All’aumentare della popolazione diminuiscono le risorse disponibili e in generale il fattore di crescita r non rimane costante ma diminuisce. L’ipotesi più semplice è che esso diminuisca linearmente al crescere di yt con una velocità (pendenza) 
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DINAMICA DELLA CRESCITA LOGISTICA
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       mappa logistica
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(  =1/2, 1,  2,  3,  4

PUNTI  DI  EQUILIBRIO  DELLA  LOGISTICA 

AL VARIARE  DI  (
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vediamo se sono asintoticamente stabili :
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si può osservare che :
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                                             instabile         asintoticamente stabile
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che si può rappresentare geometricamente così:
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  vi sono 2 punti di equilibrio : uno stabile ed uno instabile:
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Cosa succede per 
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La soluzione  diventa instabile e compare una soluzione di periodo 2 :







Si dimostra che ciò avviene fino a quando 


( 
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  è un punto di biforcazione

 (a forchetta o di raddoppiamento del periodo)
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  la soluzione di periodo 2 diventa instabile e compare una soluzione di periodo 4









   i valori visitati si trovano   

   cercando i punti di f 4(x)
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  avviene la transizione al periodo 8
N.B.

I valori di ( in cui avvengono i cambi di stabilità si avvicinano tra di loro e tendono a  
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Dopo tale valore il sistema mostra un comportamento caotico

Benchè generato da un sistema deterministico ha le caratteristiche di un sistema random

COSTANTE DI FEIGENBAUM

F = 4.6692016091029
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il numero è una costante universale (come ( , e )

La costante F si ritrova non solo nelle mappe iterative, ma anche in certe equazioni differenziali ed in esperimenti dove compare la “cascata di raddoppiamento del periodo verso il caos”
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N.B.     
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osservazioni

1. La presenza di non linearità può portare al caos

2. Con il caos compare la sensibilità alle condizioni iniziali

3. In presenza di caos la predizione, anche per un sistema deterministico con poche equazioni, diventa praticamente impossibile

Alcune caratteristiche di un sistema caotico
1. sensibilità alle condizioni iniziali
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Nonostante i valori iniziali siano “vicini” le due evoluzioni corrispondenti, dopo un certo periodo di tempo, tendono a divergere.

[image: image110.emf]
Mappa logistica,n=3.9,30 iterazioni.
2. Il comportamento della soluzione è molto vario
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La soluzione improvvisamente cambia da un comportamento oscillatorio ad uno praticamente orizzontale e successivamente ritorna oscillatorio.
TEORIA DELLE BIFORCAZIONI

E’ la teoria che studia i valori dei parametri in corrispondenza dei quali il comportamento qualitativo della soluzione cambia.

Tali valori si chiamano punti di biforcazione

BIFORCAZIONE : CAMBIO DI STABILITA’






ALCUNI TIPI DI DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE
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Diagramma di biforcazione di 
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SISTEMI NON LINEARI
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studiamo la stabilità del sistema nelle vicinanze di 
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Supponiamo f  e g continue e derivabili 

( espandiamo il sistema in  
[image: image120.wmf])

,

(

*

*

y

x

 usando una serie di Taylor:
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ponendo :

 


[image: image122.wmf]1

*

*

22

1

*

*

21

1

*

*

12

1

*

*

11

)

,

(

         

)

,

(

)

,

(

         

)

,

(

-

-

-

-

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

t

t

t

t

y

y

x

g

a

x

y

x

g

a

y

y

x

f

a

x

y

x

f

a



[image: image123.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

*

1

*

1

22

21

12

11

*

*

y

y

x

x

a

a

a

a

y

y

x

x

t

t

t

t



J = matrice jacobiana     

(nel caso di un sistema lineare è la matrice dei coefficienti)
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sistema lineare del 1°ordine la cui soluzione è 
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PUNTI FISSI IPERBOLICI
Definizione :

Supponiamo che 
[image: image126.wmf](1 
[image: image127.wmf](2 siano gli autovalori dello jacobiano.

Il punto fisso 
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iperbolico se 
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(se sono complessi si considera la parte reale)

non iperbolico se 
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TEOREMA DI HARTMAN GROSSMAN

Nelle vicinanze di un punto fisso iperbolico il sistema non lineare si comporta come quello lineare ovvero ha la stessa stabilità.

Se tutti gli autovalori nell’intorno di un punto di equilibrio sono, in modulo, <1 allora l’equilibrio è stabile e localmente attrattivo.

SISTEMA DI HENON

MICHAEL HENON

Nato a Parigi nel 1931 , astronomo dell’osservatorio di Nizza.

Voleva modellizzare le orbite delle stelle intorno ai centri delle loro galassie.

Henon considerò i centri gravitazionali come oggetti 3-d (invece che oggetti puntiformi ovvero 0-d )

Per semplificare lo studio delle orbite delle stelle considerò la loro intersezione con un piano.

Dopo circa 12 intersezioni i punti incominciarono a disegnare una forma che sembrava la sezione di un toro.

Henon cercò di fare previsioni circa le intersezioni future dell’orbita con il piano.

Infine, usando le differenze finite, trovò il seguente modello :
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Calcoliamo i punti fissi di Henon
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punti fissi
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(  La mappa di Henon ha 2 punti fissi ( 
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esempio :
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lo Jabobiano :          
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Gli autovalori di J in A sono 
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· A è un punto di sella

Gli autovalori di J in B sono 
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· il punto B  è non iperbolico

Per altri valori di a e b:
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Modello di Lotka-Volterra

Il modello di Lotka-Volterra è il più semplice tra i modelli di preda predatore. Il modello è stato sviluppato indipendentemente da Lotka (1925) e Volterra (1926).

A metà degli anni 20 il biologo Umberto d’Ancona studiava le variazioni delle popolazioni di varie specie di pesce che interagivano l’una con l’altra: squali, etc. e pesci commestibili. D’Ancona si rivolse ad una famoso matematico italiano: 

Vito Volterra che suddivise tutti i pesci in due popolazioni, quella delle prede x(t) e quella dei predatori y(t), e fece le seguenti ipotesi: 

Le prede non competono molto intensamente fra loro nella ricerca di cibo, quindi, in assenza di predatori, il numero di prede (commestibili) cresce in accordo con la legge di Malthus x(t+1)=x(t)+ax(t) per qualche costante positiva a. 

La presenza di predatori fa si che il fattore di crescita non sia costante ma decresca linearmente con il numero di predatori:

x(t+1)=x(t)+(a-b.*y(t)).*x(t);

Analogamente i predatori in assenza di prede hanno un naturale tasso di decrescita –dy(t) dovuto ai decessi e proporzionale al loro numero attuale. La presenza di prede fa si che il loro numero aumenti proporzionalmente al numero delle prede x. Perciò

y(t+1)=y(t)+(c.*x(t)-d).*y(t);

a,b,c,d sono costanti >0. Si può verificare che l’unico equilibrio non banale è: (d/c, a/b) ma si tratta in generale di un equilibrio instabile.





a=0.1; d=0.2; b=0.1; c=0.1;
[image: image142.png]100
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Analizziamo graficamente lo spazio delle fasi del sistema.
A = troppi predatori: inizia a diminuire il numero di prede.

B = poche prede i predatori diminuiscono.
C = I predatori sono così pochi che le prede possono aumentare. 

D= molte prede, pochi predatori: I predatori possono aumentare. 

Goodwin’s model

Richard Goodwin (1967) formulò un modello non-lineare dei cicli economici basato sulla lotta di classe: datori di lavoro-lavoratori, tramite le equazioni di Lotka-Volterra . 

Il modello di Goodwin cerca di dimostrare la relazione ciclica tra il lavoro e il salario in una economia basata sul lavoro.

Le caratteristiche principali del modello sono le seguenti: alta occupazione genera inflazione nei salari che li può far aumentare; ciò, a sua volta, riduce i profitti dei capitalisti e così riduce gli investimenti futuri e la produzione. Tale riduzione della produzione riduce a sua volta la domanda di lavoro e l’ inflazione dei salari. I salari dei lavoratori diminuiscono. Ma non appena i salari diminuiscono i profitti aumenteranno e con essi gli investimenti. Ciò porterà all’aumento dell’occupazione e poi dei salari. Il ciclo quindi si ripeterà.
Bibliografia

http://www.cmp.caltech.edu/~mcc/Chaos_Course/Outline.html
http://www.enm.bris.ac.uk/staff/berndk/chaosweb/
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