 Lezione n°5
Equazioni differenziali
Approssimazione di  problemi ai valori iniziali
Metodi one-step impliciti ed espliciti 
-Eulero+errore di troncamento accumulato

        Effetto errori d’arrotondamento

-Eulero modificato (trapezi)+ errori di troncamento locali e globali

-Taylor con tre termini
-Runge-Kutta di ordine 4

consistenza e convergenza di un metodo

Equazioni differenziali

Definizione

Un’equazione differenziale è una relazione tra le derivate di una funzione y. Risolvere l’equazione differenziale consiste nel determinare la funzione y.
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Classificazione delle equazioni differenziali:
1) A seconda del numero di variabili della funzione incognita

Ordinarie:

la funzione incognita dipende da una sola variabile:

esempio
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soluzione particolare: 
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Alle derivate parziali

La funzione incognita dipende da due o più variabili

esempio
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Questa è l’equazione di Laplace. Ha diverse soluzioni, tra cui:
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Considereremo Equazioni Differenziali Ordinarie (ODE)

2) a seconda dell’ordine

Si chiama ordine di un’equazione differenziale il massimo grado della derivata che vi compare.
3)a seconda della linearità
lineare se è del tipo
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Se g(x)=0 si dice omogenea

Se g(x)(0 si dice non omogenea
4) A seconda delle condizioni ausiliarie

Esempio
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soluzione
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usando la formula:
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C= costante d’integrazione

Per determinare C e quindi una sola tra le infinite soluzioni servono delle condizioni ausiliarie:

Problemi ai valori iniziali
 Informazioni sulla soluzione in un punto
Problemi al contorno

Informazioni sulla soluzione in diversi punti, ad esempio quello iniziale e quello finale.

Considereremo problemi ai valori iniziali ed equazioni differenziali ordinarie, lineari e non lineari del primo ordine
Motivazione di una soluzione numerica

Lo studio della soluzione di equazioni differenziali iniziò nel XVII secolo quando Newton, Leibniz e Bernoulli risolsero alcune semplici equazioni differenziali che intervenivano in problemi di geometria e di meccanica. 

A partire dal 1690 circa si iniziarono a sviluppare metodi per la soluzione di alcune classi di equazioni differenziali: ad esempio quelle lineari. 
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L’esperienza ha dimostrato che è difficile ottenere metodi analitici generali per risolvere le equazioni differenziali non lineari se non in casi particolari. 
Le equazioni differenziali che modellizzano un problema reale, possono essere troppo complicate per essere risolte analiticamente. Allora si può seguire una delle due seguenti strade:
1) semplificare l’equazione differenziale (il problema) con una più semplice che può essere risolta analiticamente. (pb(pb semplif( sol analitica)

2) lasciare inalterato il problema e cercare una soluzione approssimata (per punti) (pb( sol numerica)

Il secondo approccio è, in genere, più conveniente (si introducono meno errori).

Impostazione del problema

Numericamente è sempre possibile risolvere equazioni differenziali di qualsiasi tipo.

Vedremo alcune tecniche numeriche per risolvere Problemi ai valori iniziali per equazioni differenziali ordinarie del primo ordine, (problemi di Cauchy) cioè del tipo
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conosciamo f, x0, y0 ( vogliamo approssimare y(x)

I metodi numerici risolvono il problema approssimando la soluzione esatta per punti.
Teorema di esistenza ed unicità della soluzione del pb di Cauchy

Dato un problema di Cauchy, se:

1) la funzione f(x,y) è continua rispetto ai suoi argomenti;

2) la funzione f(x,y) è lipschitziana rispetto alla variabile y, ossia esiste una costante L positiva tale che:
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allora la soluzione del problema di Cauchy esiste ed è unica.
N.B. la proprietà di lipschitzianità si dice anche di “crescita limitata”. E’ una proprietà più forte della continuità ma meno della derivabilità ovvero una funzione derivabile è lipschitziana e una lipschitziana è sicuramente continua ma non è vero il viceversa.
La proprietà che afferma che f derivabile allora è lipshitziana segue dal Teorema di Lagrange: sia f(a,b) ( R, continua in [a,b] e derivabile in (a,b) allora esiste un punto c ( (a,b) (“punto di Lagrange”) tale che:  (f(b)-f(a))/(b-a)=f’(c) 

Metodi Numerici
1_ Metodi one-step (a passo singolo)
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2_ Metodi multi-step (a più passi)
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vedremo i seguenti metodi con h costante
one-step espliciti: Eulero, Taylor con 3 termini, R-K di ordine 4

one-step impliciti: Eulero modificato (o Heun)

Eulero (o delle tangenti)
Sia dato il problema ai valori iniziali


[image: image22.wmf]î

í

ì

=

=

=

0

0

)

(

)

,

(

'

y

x

a

y

y

x

f

y





[image: image23.wmf]b

x

x

a

£

£

=

0


Il metodo di Eulero consiste nell’approssimare la soluzione esatta y(x), nelle vicinanze di (x0,y0) con la tangente:
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A partire dalla condizione iniziale data (x0,y0), per trovare l’approssimazione successiva ci si muove lungo la tangente e ci si ferma dopo un passo h. Ora a partire dal punto (x1,y1) (e non da (x1,y(x1))) si traccia la nuova tangente alla curva per tale punto.

In pratica dato (x0,y0), il valore successivo dell’approssimazione della soluzione, cioè y1 , è dato da:

Calcolo y1 con Taylor
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Analogamente si calcola  y2  a partire da (x1,y1)
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Si ottiene così una successione di valori di y:
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che saranno approssimazioni di:
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In generale:
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Eulero

Errore di troncamento  locale 

Se y(x1) è il valore esatto allora
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Questo non è altro che lo sviluppo di Taylor di y nelle vicinaze di x=x0 per n=1 quindi l’errore:
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Quindi si vede come varia l’errore al tendere di h a zero.  L’errore di troncamento locale è del tipo O(h2). 

Esercizio 

Usare il metodo di Eulero con h=0.1 per approssimare y(0.5) dove y(x) è la soluzione del problema ai valori iniziali
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Soluzione

La formula iterativa del metodo di Eulero è:
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quindi, nel nostro caso particolare si ha:
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e quindi il processo iterativo:
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Quindi l’approssimazione della soluzione in x=0.5 sarà y(0.5)=0.5639

Esercizio 
Sia data l’equazione differenziale:
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Trovare l’approssimazione della soluzione in x=1.5  usando il metodo di Eulero con h=0.05.

Soluzione

La formula iterativa del metodo di Eulero è:
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che nel nostro caso particolare diventa :
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e quindi il processo iterativo, a partire dalla condizione iniziale  x0=1, y0=1, da luogo alla seguente tabella:

	n
	xn
	yn

	0
	1.00
	1.0000

	1
	1.05
	1.0000

	2
	1.10
	1.0049

	3
	1.15
	1.0147

	4
	1.20
	1.0298

	5
	1.25
	1.0506

	6
	1.30
	1.0775

	7
	1.35
	1.1115

	8
	1.40
	1.1538

	9
	1.45
	1.2057

	10
	1.50
	1.2696


Quindi l’approssimazione richiesta è y(1.5)=1.2696

Errore di troncamento globale (o accumulato)
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Sia: 
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 il problema ai valori iniziali considerato

Proprietà:

Se f(x,y) è continua in entrambe le variabili x e y e soddisfa alla condizione di Lipschitz con costante L , rispetto a y, allora l’errore di troncamento accumulato con Eulero è
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App      esatta


Dove M è tale che 
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L=costante di Lip.
(Se 
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Osservazione: 

Essendo l’errore di troncamento Globale =O(h) si dice che Eulero è un metodo del primo ordine
 Metodo di Eulero modificato (o di Heun o dei Trapezi)

Una fonte di errore nel metodo di Eulero è data dal fatto che la derivata viene considerata in un estremo dell’intervallo. Per evitare questo problema si può agire come segue.

Si determina la derivata agli estremi dell’intervallo e poi si fa la media. 

Tale procedimento è noto come Eulero modificato.

Geometricamente
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In x0 si considera una pendenza media tra quella in (x0,y0) e quella in (x1,y1*)

Si può anche dire che y1* è una prima approssimazione di y e y1 la migliora.

Consideriamo il solito problema ai valori iniziali
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La formula iterativa del metodo di Eulero modificato è data da:
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Errore di troncamento locale O(h3)

Errore di troncamento globale O(h2)(Metodo del secondo ordine.

Esercizio 
Applicare il metodo di Eulero modificato per trovare un’approssimazione di y(1.3) dove y è la soluzione del problema:
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Soluzione

La formula iterativa del metodo di Eulero modificato è data da
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dove
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Quindi nel nostro caso particolare:

 Se 
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Euleo Modificato= regola dei trapezi

Quando si risolve un’equazione differenziale si dice che si integra.
Sia 
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Applicando Eulero modificato:
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La soluzione si può anche ottenere direttamente integrando infatti:
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Se per approssimare l’integrale usiamo la regola dei trapezi
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Un altro modo per migliorare Eulero può essere quello di conservare più termini nell’espansione di Taylor

Metodo di Taylor con tre termini (del 2° ordine)

Sia dato il problema ai valori iniziali:


[image: image81.wmf]î

í

ì

=

=

0

0

)

(

)

,

(

'

y

x

y

y

x

f

y


Lo sviluppo in serie di Taylor con tre termini della soluzione y(x), nelle vicinanze di xn è dato da
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o in modo più compatto
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Errore di troncamento locale 
dove ( è compreso tra xn e xn+1.

Errore di troncamento globale O(h2)(Taylor è un metodo del secondo ordine 

NOTA

Se y’ =f dipende sia da x che da y si deve derivare usando la regola della catena
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Metodo di Taylor con n termini

Vantaggi: l’errore di troncamento locale può essere reso piccolo a piacere.

Svantaggi: Si coinvolge il calcolo di derivate di ordini superiori e quindi calcoli difficili ed amplificazioni degli errori. I metodi di Taylor di ordine grande sono raramente usati.

Esercizio 
Applicare il metodo di Taylor con tre termini e con h=0.5 al problema:
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al fine di determinare il valore approssimato di y(1.5).

Soluzione

La formula di Taylor con tre termini è
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Poiché
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Sostituendo quindi i valori di y’, y” e di h nella formula iterativa di Taylor si ha.
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Iniziamo quindi il processo iterativo:

Se 
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Esercizio 
Usare il metodo di Taylor con tre termini (del 2° ordine) per trovare il valore approssimato di y(1.5), dove y è la soluzione dell’equazione differenziale:

y’=2xy,  y(1)=1. Considerare h=0.1.

Soluzione

Se y’=2xy

Si ha
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Quindi sostituendo i valori di y’, y” ed h nella formula di Taylor con tre termini  si ottiene la seguente formula iterativa:
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e quindi:

Se 
[image: image96.wmf]1

0

=

x

, e 
[image: image97.wmf]1

0

=

y



[image: image98.wmf]1

.

1

1

=

x

,
[image: image99.wmf]23

.

1

)

1

2

1

1

4

(

005

.

0

1

1

2

.

0

1

1

=

×

+

×

×

×

+

×

×

+

=

y



[image: image100.wmf]2

.

1

2

=

x

,
[image: image101.wmf]5427

.

1

)

23

.

1

2

23

.

1

)

1

.

1

(

4

(

005

.

0

23

.

1

1

1

2

.

0

23

.

1

2

2

=

×

+

×

×

+

×

×

×

+

=

y



[image: image102.wmf]3

.

1

3

=

x

,
[image: image103.wmf]9728

.

1

3

=

y



[image: image104.wmf]4

.

1

4

=

x

,
[image: image105.wmf]5721

.

2

4

=

y



[image: image106.wmf]5

.

1

5

=

x

,
[image: image107.wmf]4148

.

3

5

=

y


Quindi y(1.5)=3.4148 è l’approssimazione della soluzione richiesta.

Osservazione
I metodi di Taylor hanno la caratteristica che l’errore globale di troncamento è di ordine O(hN) dove N si può scegliere grande quanto si vuole e quindi aumentare la precisione del metodo. 
Tuttavia si presentano due inconvenienti: la necessità di determinare a priori N e il calcolo delle derivate di ordine superiore che può dare problemi. 
I metodi di Runge-Kutta si costruiscono a partire dal metodo di Taylor, in generale di ordine N ( N+1 termini), in modo che l’errore globale finale sarà dello stesso ordine O(hN) però in modo da evitare il calcolo delle derivate parziali; ciò si può ottenere valutando, ad ogni passo, la funzione in più punti. 

Anche se questi metodi si possono costruire per qualsiasi ordine N. I più usati sono quelli di ordine N=4. In genere non è necessario usare metodi di ordine superiore poiché l’aumento del costo computazionale non compensa l’aumento di precisione.

Il metodo R-K di ordine N=4 simula la precisione di un metodo di Taylor di ordine N=4.

Metodo di Runge Kutta di ordine 4.

l’errore di troncamento locale è del tipo O(h5). 

L’errore di troncamento globale = O(h4)(metodo del quarto ordine 
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E’ dato dalla formula iterativa 

Cioè ki i=1:4 sono quattro valutazioni della f(x,y), ovvero della derivata prima di y calcolate tra xn ed xn+1.

Osservazione

k2 dipende da k1
k3 dipende da k2
k4 dipende da k3

Esercizio 
Approssimare il valore di y  per x=0.1 dove y è la soluzione del problema:
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mediante il metodo di Runge kutta con h=0.1.

Soluzione

La formula iterativa di Runge Kutta è:
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dove
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Sostituendo in tale formula x0=0 y0=1, si ha
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quindi
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Metodi di Runge –Kutta del 2° ordine (No)
Troncamento locale O(h3)

 Derivata di ordine 1 di f(x,y) sostituita con 1 valutazione in più di f cioè:
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dove
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 (3)
come sotto dimostrato, i valori di p1, q11, k1 sono valutati uguagliando l’equazione (1) con l’espansione della serie di Taylor. Si arriva ad impostare tre equazioni per valutare le 4 costanti sconosciute:
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(6)
Deduzione dei metodi di R-K del 2° ord (No)
La versione del secondo ordine della formula di R-K è:
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 (7)
dove
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e
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 (9)
per usare la (7) dobbiamo determinare I valori dei parametri 
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(10)

dove f’(xi,yi) si calcola usando la regola della catena:
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 (11)
Se sostituiamo l’equazione (11) nella (10) si ottiene:
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 (12)
per ottenere I valori dei parametri 
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 imporremo che  la (7) sia uguale alla (12).

A  tal fine usiamo una serie di Taylor per espandere  l’equazione (9).

Si ricorda che l’espansione di una funzione in due variabili è la seguente:
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che applicata  alla (9) fornisce
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questo risultato si può sostituire, insieme alla (8) nella (7) ottenendo:
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e, raccogliendo:
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(13)
ora confrontiamo I termini comuni nelle equazioni (12) e (13) ed imponiamo l’uguaglianza dei loro coefficienti:
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Poiché abbiamo tre equazioni in 4 incognite dobbiamo supporre il valore di una di esse per determinare le altre. Supponiamo di specificare un valore per a2. Allora si ha:
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Poiché ci sono infinite possibilità di scegliere a2 vi sono infiniti metodi R-k di ordine 2.

Se a2=1/2  si ottiene il metodo di Eulero modificato (o Heun): a1=1/2 e q11=1:
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 (14)
dove
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(16)
Si osservi che k1 è la pendenza all’inizio dell’intervallo mentre k2 alla fine.e quindi R-k2 è di fatto Heun.
Altri metodi
Metodi adattativi: (A passo variabile)

Cambiando il numero e la posizione dei nodi usati nell’approssimazione (punti in cui valutare f(x,y)), in modo da assicurare un errore di troncamento locale sufficientemente piccolo.

Metodi a più passi

Quelli visti fino ad ora sono metodi ad un passo: yn+1 è determinato a partire dal valore della funzione f(x,y) in xn (e da punti intermedi tra xn e xn+1, ma queste ultime non servono nelle approssimazioni successive e non vengono salvate). 

Nei metodi a più passi si utilizza l’informazione in più passi precedenti

Metodi a più passi a passo variabile

 Sistemi di equazioni differenziali ordinarie:
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Metodo di Eulero

Tutti i metodi visti per le equazioni si possono estendere alla soluzione di sistemi. 
Vediamo quello di Eulero con un esempio:

Esempio

Si risolva il seguente sistema sull’intervallo [0,2] con passo h=0.5 sapendo che x(0)=0, y1(0)=4 e y2(0)=6,
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soluzione
Si implementa il metodo di Eulero per ogni funzione yi del sistema:
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così procedendo:
	x
	y1
	y2

	0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
	4

3

2.25

1.6875

1.265625
	6

6.9

7.715

8.44525

9.094087


Metodo do Runge-Kutta del 4° ordine (NO)
Vediamo direttamente l’applicazione all’esempio precedente: si dovrà calcolare prima k1 per tutte le variabili, poi k2 per tutte e così via.
Soluzione
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ki,j= i-esimo valore di k per la j-esima funzione
ora calcoliamo i primi valori di y1 e y2 nel punto medio:
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che si useranno per calcolare il primo insieme di pendenti nel punto medio.
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questi si usano per determinare il secondo insieme di predizioni nel punto medio:
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che sarà utilizzato per calcolare il secondo insieme di pendenti nel punto medio
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e così via
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ed infine
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continuando si ottiene
	x
	y1
	y2

	0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
	4

3.115234

2.426171

1.889523

1.471577
	6

6.857670

7.632106

8.326886
8.946865


Condizionamento del problema
y0
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y0+=fl(y0)
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y(x; y0)
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y(x; y0+)
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L’andamento della distanza tra y(x; y0) e y(x; y0+)

Definisce il condizionamento del problema
Lo si quantifica considerando
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Dove A è lo jacobiano di f
Gli autovalori di A (i) quantificano il condizionamento:
max(|i|)>0 la soluzione approssimata si allontanerà sempre più da quella esatta.
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