Lezione 4

Derivazione usando punti equidistanti 

-Approssimazione derivata prima 

-Approssimazione derivate di ordine superiore 

-Formule di derivazione ad alta precisione 

Derivazione usando punti non equidistanti (Lagrange)

Integrazione

Formule interpolatorie:
Nodi  equidistanti: Newton-Cotes
 Regola dei rettangoli 

  Regola dei trapezi 

  Regola di Simpson 

Nodi non equidistanti: Gauss-Legendre
Formule non interpolatorie: Formule composte
Approssimazione della derivata

Funzioni con espressione analitica complessa

Funzioni date sottoforma di tabella.

approssimiamo la funzione e poi deriviamo la sua approssimazione . 

 espansione di Taylor
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imponendo
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  e fermandosi al primo termine si ha
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(1)
La serie di Taylor appena vista  è una espansione di f(x) in avanti ovvero approssimazione di  f(x) nel valore successivo xi+1 a quello attuale xi.

Esplicitando f’(xi)
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EMBED Equation.3[image: image5.wmf])
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Troncando
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(f indica la differenza finita in avanti. (f/h è la pendenza della secante invece della tangente.

l’errore commesso è O(h) 
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Approssimazione della derivata prima con differenze finite all’indietro:

La serie di Taylor si può espandere all’indietro (h(-h) per calcolare il valore precedente a quello attuale, come segue:
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(2)

Troncando l’equazione dopo la derivata prima ed esplicitando f’(xi)  si ottiene:
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EMBED Equation.3[image: image9.wmf])
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Dove l’errore commesso è O(h) e (f si chiama differenza finita all’indietro di f(x) in x=xi
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Approssimazione della derivata prima con differenze centrali:

Un terzo modo per approssimare la derivata prima consiste nel sottrarre la formula della differenza all’indietro da quella della differenza in avanti troncando al secondo termine derivato (eqs. (1)-(2)) e ottenendo la formula delle differenze centrali:
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(2)
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(3)
che, risolta rispetto a f’(xi), dà
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EMBED Equation.3[image: image15.wmf])
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l’errore di troncamento è dell’ordine di h2, mentre usando le differenze in avanti o all’indietro è di ordine h. 

Pertanto l’analisi usando la serie di Taylor ci ha dato l’informazione che, tra le tre, la differenza centrale dà la rappresentazione migliore della derivata infatti, se riduciamo l’ampiezza dell’intervallo della metà, usando differenze in avanti o all’indietro, l’errore si ridurrà all’incirca della metà, mentre usando differenze centrali diventerà una quarta parte.
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Esempio 

Usare le differenze finite in avanti,  all’ indietro e centrali per approssimare la derivata prima di
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in x=0.5 usando un passo h=0.5. Si ripeta il calcolo usando un passo h=0.25. Confrontare con il valore esatto calcolando gli errori relativi e percentuali al variare di h (per entrambi i valori di h).
Soluzione

Valore esatto:
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quindi
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Per h=0.5 si ha
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usando le differenze in avanti si ha:
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l’errore relativo:
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usando le differenze all’indietro si ha:
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l’errore relativo:
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mentre usando la differenza centrale si ha :
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l’errore relativo:
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Per h=0.25
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calcolando le differenze in avanti si ottiene:
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l’errore relativo
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calcolando le differenze all’indietro
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l’errore relativo
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ed infine, con la differenza centrale


[image: image42.wmf]934

.

0

5

.

0

10351563

.

1

63632813

.

0

)

5

.

0

(

'

-

=

-

@

f


l’errore relativo


[image: image43.wmf]%

3

.

2

0230

.

0

934

.

0

9125

.

0

934

.

0

@

=

-

+

-

=

e


In corrispondenza di entrambi i valori di h, l’approssimazione usando le differenze centrali è migliore. Inoltre, come era stato previsto dall’analisi usando Taylor, dividendo a metà l’ampiezza del passo, si ha circa la metà dell’errore, utilizzando le differenze in avanti e all’indietro, mentre una quarta parte usando le differenze centrali.

Esercizio 

Sia data la seguente tabella

	x
	20°
	25°
	30°

	f(x)=sen(x)
	0.34202
	0.42262
	0.50000


Approssimare f’(x) per x=25°. Usare le differenze in avanti, all’indietro e centrali. Si consideri h=5°, che equivale a 0.08727 radianti.

Soluzione

a) Differenze in avanti
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b) differenze all’indietro
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c) differenze centrali
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Approssimazione della derivata seconda

La serie di Taylor può essere usata anche per stimare le derivate di ordine superiore. Consideriamo la derivata seconda.  A questo fine si scrive l’ espansione in serie di Taylor in avanti per 
[image: image47.wmf])
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 (ovvero si considera un passo 2h) in funzione di  
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e ci si ferma al secondo termine derivato:

f(xi+2)=
[image: image49.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf])
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abbiamo visto sopra l’espansione in serie di Taylor di 
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 in funzione di 
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La moltiplichiamo per due e la sottraiamo a 
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 ed otteniamo:


[image: image55.wmf])

(

)

(

'

'

)

(

)

(

2

)

(

3

2

1

2

h

O

h

x

f

x

f

x

f

x

f

i

i

i

i

+

+

-

=

-

+

+


espressione che, risolta  rispetto a 
[image: image56.wmf])
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[image: image265.wmf]
L’espressione a destra dell’uguale si chiama differenza finita divisa in avanti del secondo ordine di f(x) (vedere la definizione di differenza seconda in avanti  (((( (f(x))/h2)
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Con manipolazioni simili si può ottenere l’espressione della derivata seconda in funzione della differenza del secondo ordine divisa all’indietro:

e così pure usando la differenza centrale del secondo ordine
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Come nel caso della derivata prima usando le differenze centrali si ottiene un’approssimazione migliore.

Formule di derivazione ad alta precisione

Abbiamo usato l’ espansione di Taylor per trovare delle formule di derivazione in funzione delle differenze finite. Si ricordi che, nel migliore dei casi, abbiamo ottenuto stime con un errore al più di O(h2); vale a dire che gli errori erano proporzionali al quadrato dell’ampiezza del passo. Il grado di precisione si deve al numero di termini della serie di Taylor che sono stati conservati durante la deduzione delle formule. Ora vedremo come sviluppare formule di precisione maggiore (conservando più termini).

Ad esempio, cerchiamo di ricavare la derivata prima con una precisione maggiore. L’espansione di Taylor in avanti (ovvero usare f(xi) per predire f(xi+1)) si potrebbe scrivere come segue:
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che, risolta rispetto ad f’(xi)
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è da osservare che in precedenza abbiamo troncato il risultato in modo da escludere la derivata seconda.

Ora conosciamo l’espressione di f’’(x) in funzione di valori della f(x)

E, sostituendo
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]=
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l’inclusione del termine della derivata seconda ha migliorato la precisione che ora è O(h2)

oss: abbiamo una formula in avanti (ovvero stima della derivata di f(x) in xi usando i valori di f in punti successivi) di precisione O(h2).

Formule di derivazione ad alta precisione usando differenze divise in avanti
Derivata prima
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Derivata seconda
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Derivata terza
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Derivata quarta
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Formule di derivazione ad alta precisione usando differenze divise all’indietro

Derivata prima
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Derivata seconda
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Derivata terza
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Derivata quarta
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Formule di derivazione ad alta precisione usando differenze divise centrali

Derivata prima
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Dervata seconda
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Derivata terza
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Derivata quarta
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y=cos(x)
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Esempio 

In un esempio precedente abbiamo stimato la derivata di 
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in x=0.5 usando differenze divise finite ed un passo h=0.25. Si sono poi calcolati gli errori relativi confrontando con il valore esatto -0.9125. Ripetiamo ora il calcolo con formule ad alta precisione ovvero calcoliamo f’(xi) con precisione O(h2) usando le differenze divise in avanti e all’indietro, e di O(h4) usando le differenze centrali.
Soluzione

i dati necessari sono:


[image: image90.wmf]0

2

=

-

i

x



[image: image91.wmf]2

.

1

)

(

2

=

-

i

x

f



[image: image92.wmf]25

.

0

1

=

-

i

x



[image: image93.wmf]1035156

.

1

)

(

1

=

-

i

x

f



[image: image94.wmf]5

.

0

=

i

x



[image: image95.wmf]925

.

0

)

(

=

i

x

f



[image: image96.wmf]75

.

0

1

=

+

i

x



[image: image97.wmf]6363281

.

0

)

(

1

=

+

i

x

f



[image: image98.wmf]1

2

=

-

i

x



[image: image99.wmf]2

.

0

)

(

2

=

+

i

x

f



EMBED Equation.3[image: image100.wmf]
La differenza divisa in avanti con precisione O(h2)
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La differenza divisa all’indietro con precisione O(h2) 
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La differenza divisa centrale con precisione O(h4) si ha
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Come ci si aspettava, gli errori usando le differenze in avanti, all’indietro e centrali sono più piccoli di quelli ottenuti nell’esempio precedente. 

E’ da osservare inoltre che, usando la differenza divisa centrale, si ottiene un errore relativo nullo. Ciò non è un caso ma è dovuto al fatto che l’errore ricade sulla derivata quarta (associata al termine h4 nell’ espansione di Taylor) che, nel caso di un polinomio di terzo grado, è nulla.

Esercizio 

Sia data la seguente tabella di valori

	x
	0
	1.5
	3
	4.5
	6

	f(x)
	1
	3
	-1
	-6
	1


Stimare:

a) f’(3) usando due punti: x2=1.5 e x4=4.5

b) f’(3) usando quattro punti: x1=0, x2=1.5, x4=4.5, x5=6.
Soluzione

a) Si devono usare le differenze centrali

h=1.5
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b) Avendo a disposizione quattro punti si può ottenere una precisione maggiore 

h=1.5
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Derivate quando i dati non sono equidistanti

Fin’ora abbiamo supposto che i punti 
[image: image109.wmf],...
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 in cui f(x) è data fossero equidistanti. Un modo per trattare dati non equidistanti è attaverso la loro interpolazione con un polinomio di Lagrange del secondo ordine a tratti: si considerano triple di punti successivi, li si interpola con un polinomio di Lagrange e successivamente lo si deriva. Si ricorda che il calcolo di tale polinomio infatti non richiede che i punti siano equidistanti . 

Sia dato il polinomio di Lagrange  del secondo ordine che interpola 
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derivando rispetto ad x  si ottiene
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Dove x è il valore in cui si deve stimare la derivata. Anche se questa equazione  è certamente più complicata di quelle viste precedentemente ha importanti vantaggi. Prima di tutto si può stimare la derivata in qualsiasi punto x all’interno dei punti 
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. Secondo, tali punti non devono essere equidistanti. Terzo, la stima della derivata prima calcolata per x=xi, ha la stessa precisione di quella ottenuta usando le differenze centrali infatti sostituendo xi al posto di x nella formula precedente si ottiene la formula delle differenze centrali
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Integrali di funzioni di una variabile reale
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[a,b] intervallo limitato

· Spesso è impossibile calcolare I(f) analiticamente.

· A volte l’espressione analitica finale è troppo complessa.

· A volte f(x) è nota per punti
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infatti se approssimiamo f(x) con un polinomio 
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Le formule così costruite si chiamano INTERPOLATORIE

Sono esatte (errore=0) per 
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Calcolo i pesi 
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La matrice dei coefficienti è la matrice di Vandermonde
Allora 
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Noti i nodi xi si calcolano i pesi i

 Formule di Newton-Cotes

[a,b] limitato, n nodi equidistanti
Le formule di N-C sono generalmente utilizzate in modo composito.

Vedremo le più note formule (chiuse) di N-C:
Rettangoli
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Trapezi
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le costanti 
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le stesse regole si possono ottenere sfruttando il significato geometrico:
Regola del rettangolo (approssimazione di f(x) con un polinomio di grado zero)

E’ l’approssimazione più semplice.

Graficamente
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La funzione y=f(x) si sostituisce, nell’intervallo 
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 con la retta y=f(x0) , in pratica con il segmento BD,  
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L’errore commesso è dato dall’area del triangolo curvilineo BCD.

NOTA:Diminuendo il passo h si può diminuire l’errore

Regola dei rettangoli composta (o composita)

La regola precedente si applica ad un intervallo [a,b] suddiviso in n sottointervalli uguali di lunghezza h.

Esempio

n=4
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e, per n generico, cioè [a,b] diviso in n parti di ampiezza h  ovvero b-a=nh si avrà
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dove 
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 cioè f calcolata nell’estremo sinistro di ogni intervallo e 
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Errore commesso applicando la regola dei rettangoli semplice: si integra l’errore commesso con Lagrange.

Si integra l’errore commesso interpolando con Lagrange

(Errore con Lagrange
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Approssimare y=f(x) con la retta costante 
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 è come approssimare la y con un polinomio di Lagrange di ordine zero: 
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Mentre la prima parte è proprio l’area sotto il rettangolo, la seconda ci dara’ l’espressione dell’errore assoluto E commesso:

se
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non è restrittivo supporre x0=0 (si può sempre traslare f(x) in modo che x0=0 ), quindi
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Errore commesso applicando la regola dei rettangoli composta
Se b-a=nh allora l’errore calcolato prima si deve sommare n volte:
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quindi
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Esercizio 

Sia data la tabella

	x
	1.0
	1.1
	1.2
	1.3
	1.4

	f(x)
	0.010
	0.252
	0.586
	1.024
	1.578


Stimare il valore dell’integrale:
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applicando la regola del rettangolo composta, con h=0.1.

Soluzione
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Regola dei trapezi semplice

La funzione y=f(x) si approssima con una retta passante per B e C
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L’area sotto la curva si approssima con l’area del trapezio:

A(rettangolo curvilineo(ABCD))(A(trapezio(ABCD))

quindi
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Regola trapezi composita

La regola precedente si applica ad un intervallo [a,b] suddiviso in n sottointervalli uguali di lunghezza h.

Esempio

n=4
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E’ da osservare che per n generico
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Dove 
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Errore commesso applicando la regola dei trapezi semplice

Approssimare y=f(x) con la retta secante 
[image: image172.wmf])
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 è come approssimare la y con un polinomio di Lagrange di ordine uno.
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allora
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Mentre la prima parte è proprio l’area del trapezio, la seconda ci darà l’espressione dell’errore commesso. 
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 imponendo 
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e sostituendo x1=x0+h 
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non è restrittivo supporre x0=0 (si può sempre traslare f(x) in modo che x0=0 ), quindi
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Errore commesso applicando la regola dei trapezi composta
Se b-a=nh allora l’errore calcolato prima si deve sommare n volte:
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quindi
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Nota (*)
[image: image180.png]
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Esercizio

Approssimare con la regola del trapezio l’integrale
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con n=6. Confrontare l’approssimazione con il valore esatto calcolando l’errore assoluto e relativo. x è in radianti.

Soluzione 

Poiché n=6 si avrà h=(-0)/6 quindi la tabella dei valori di sen(x) sarà:

	x
	0
	/6
	
	
	
	
	

	sen(x)
	0
	1/2
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Quindi :
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Il valore esatto è
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Il modulo dell’errore assoluto è: |E|=|2-1.95|=0.05

L’errore relativo: e=|E|/1.95(0.03 (3%)

Esercizio 

Applicare la regola dei Trapezi composta in modo da ottenere un’approssimazione di
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Con una cifra decimale corretta.

Soluzione
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poiché
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Questa ultima funzione è crescente in [0,2] con un massimo quindi in x=2  cioè 
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Poiché deve essere anche =0.5x10-1 si avrà
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vale a dire che la condizione si compie per n=2. Dividendo quindi l’intervallo in 2 parti uguali, si ottiene la tabella seguente, costruita con h=(2-0)/2=1:

	x           0      1          2

	f(x)       1    1/2    1/5


Quindi


[image: image194.wmf]10

.

1

2

1

5

1

1

2

1

1

2

1

1

1

2

0

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

@

ò

+

I

EE

h

dx

x


ed il suddetto risultato avrà un decimale corretto.

Regola di Simpson (1/3) semplice 

La funzione y=f(x) viene approssimata con un polinomio al più di grado due per ogni tripla di punti consecutivi:

    
[image: image195.wmf]y=f(x)
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si puo dimostrare, integrando P2 tra x0 ed x0+2h, che:
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h=(b-a)/2

errore Simpson semplice
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Usando solo una valutazione in più di f si ottiene una precisione molto maggiore

Regola di Simpson (1/3) composta

La regola precedente si applica ad un intervallo [a,b] suddiviso in 2n sottointervalli uguali di lunghezza h. Cioè b-a=2nh

Esempio

n=4: n archi di polinomi di 2° grado ognuno su un intervallo di ampiezza 2h
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si ha, per n=4 ovvero 4 archi di polinomi di 2° grado
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somma ordinate estremi dispari
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Errore Simpson composto


quindi ha ordine O(h4)

Esercizio 

Stimare, usando la regola di Simpson composta, il valore dell’integrale
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dividendo l’intervallo d’integrazione in quattro sottointervalli 

Soluzione

Poiché n=4 sarà h=(1-0)/4=0.25, usando i radianti si otterrà la seguente tabella:

	x
	0.00
	0.25
	0.50
	0.75
	1.00
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Applicando Simpson composto si ottiene:
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Osservazione

La regola del trapezio e quella di Simpson si ottengono integrando l’approssimazione della f(x) con polinomi di primo e secondo grado. Se si usano polinomi di grado più elevato si possono ottenere altre regole , ad esempio con polinomi di terzo grado si ottiene quella dei 3/8 di Simpson 
Integrazione di Gauss-Legendre
Vogliamo approssimare l’area delimitata dalla curva

 y=f(x) sull’intervallo [-1,1] quale è il polinomio di primo grado migliore? Ovvero 
In quali coppie di punti x1 e x2 è meglio valutare la f? 
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Usiamo il metodo dei coefficienti indeterminati per calcolare 2 ascisse 
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sia esatta per polinomi cubici: 
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4 incognite: 
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4 equazioni: esattezza per polinomi di grado 0,1,2,3

f(x)=1
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f(x)=x
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f(x)=x2
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f(x)=x3
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Sistema non lineare la cui soluzione è:




Si può dimostrare che con n nodi si ottengono formule con grado di precisione 2n-1

Teorema (regola di Gauss-Legendre con 2 nodi)

Se f è continua in [-1,1] (

Questa regola ha grado di precisione 3 e se
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Esempio

Usiamo la regola di Gauss-Legendre con due nodi per approssimare:
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e confronteremo il risultato che si ottiene con G2(f)  con l’approssimazione data dalla regola del trapezio T(f,h) per h=2 e con quella di Simpson S(f,h) con h=1.

Se G2(f) è l’approssimazione usando Gauss-Legendre con 2 nodi, si ha
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Gli errori sono: -0.00770, -0.23472 e -0.01250, rispettivamente. E’ da osservare che Gauss è più preciso di Simpson e usa un valore in meno di f. 

L’errore con Gauss è il 61% di quello con Simpson.

Teorema(Regola di Gauss-Legendre con 3 nodi)

Se f è continua in [-1,1] si ha:


Tale regola ha grado di precisione n=5. Se in più 
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con
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Quando si hanno N nodi?
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I nodi 
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 da usare sono tabulati nella seguente tabella fino a N=8.
I nodi della tabella non hanno, in generale, una rappresentazione semplice, per questo il metodo non è molto attraente se si devono fare i calcoli a mano. Tuttavia, una volta che sono tabulati non presenta alcuna difficoltà utilizzarli nelle formule. I nodi sono, di fatto, le radici dei polinomi di Legendre e i pesi corrispondenti si ottengono risolvendo un sistema di equazioni lineari.

Nodi e pesi per il Metodo di Gauss-Legendre
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Teorema (Traslazione del metodo di Gauss-Legendre)

Supponiamo di avere i nodi 
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 necessari per applicare la formula di G-L con N nodi in [-1,1]. Allora, per applicare G-L su un intervallo [a,b] generico si può applicare un cambio di variabili.
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e la relazione
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fornisce la formula di quadratura



Derivazione rispetto ad integrazione di dati affetti da errori

La derivazione è un’operazione instabile cioè amplifica gli errori. Viceversa, l’integrazione, a causa del processo di somma, tende ad annullare gli errori aleatori in parte positivi, in parte negativi. 

Integrazione nel caso di dati non equidistanti

Fino ad ora si sono considerati dati equidistanti. In pratica esistono molte situazioni in cui questa ipotesi non è soddisfatta. In questi casi si può applicare la regola del trapezio su ogni segmento e poi sommare i risultati. E’ da osservare che è esattamente come la formula composta usata per i dati equidistanti, l’unica differenza è che non si può ottenere una formula compatta  ma è comunque facile da implementare.

Grado di precisione delle formule di quadratura

Definizione
Una formula di quadratura ha grado di precisione d se è esatta quando la funzione integranda f(x) è un polinomio di grado 
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