Lezione  6 Matlab
Indice

-Approssimazione di funzioni mediante polinomi

-Equazioni e sistemi di equazioni differenziali

Polinomi di Taylor
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L’errore si chiama anche termine residuo considera i termini dall’(n+1)-esimo fino all’infinito:

[image: image38.wmf])

2

2

(

6

1

4

3

2

1

1

k

k

k

k

y

y

n

n

+

+

+

+

=

+






      










Forma di Lagrange del residuo

dove l’indice  n indica che l’approssimazione è dell’ennesimo ordine e 
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 è un punto tra 
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 e 
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: 
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Interpolazione polinomiale

Dato un insieme di n+1 punti (xi,yi) trovare un polinomio P di grado minore possibile tale che P(xi)=yi dove 0(i(n.
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Interpolazione polinomiale di Lagrange

Come trovare un polinomio di grado al più n interpolante n+1 punti (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), ..., (xn, f(xn)),
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Polinomio interpolatore di Newton usando differenze divise

Permette (a differenza di Lagrange) di aumentare l’ordine del polinomio interpolatore includendo più punti, senza dover ripetere tutti i calcoli.

Dati n+1 punti  in generale non equidistanti, si può ottenere un polinomio di grado minore o uguale a n che li contenga del tipo:
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dove i coefficienti sono:
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Tabella interpolazione

	y_int=interp1(x,y,x_int,’method’)
	Interpola una funzione di una variabile data sotto forma di vettori x e y. x_int contiene i punti in cui interpolare. Interpolazione a tratti
‘method’ è il metodo che si vuole usare (vedi (*))



	z_int=interp2(x,y,z,x_int,y_int)
	Come interp1 ma interpola una funzione di due variabili. 

	a=polyfit(x,y,n)
	Approssima  dati contenuti nei vettori x e y con un polinomio di grado n .

se length(x)=n+1 interpola 

se length(x)>n+1 approssima nel senso dei minimi quadrati

a= coefficienti del polinomio di grado n approssimante i dati (x,y) (forma di Lagrange)


(*)

'linear'   Linear interpolation (default)

'spline'    Cubic spline interpolation     
…… 

Tool( basic fitting
Calcolo dei coeff del polinomio interpolante di Lagrange( polyfit
I coefficienti del polinomio di Lagrange di grado n (an, an-1, …a0) si possono calcolare usando polyfit:
polyfit(x,y,n) :calcola i coefficienti del polinomio di grado n interpolante i punti di coordinate

x=[x(1) x(2) ....x(n+1)]
y=[y(1) y(2).....y(n+1)]

esempio:

>> x=[1 3 4 ];y=[1 2 1 ];a=polyfit(x,y,2); x1=[1:0.01:4]; 
>>y1=a(1).*x1.^2+a(2).*x1+a(3); oppure: >> y1=polyval(a,x1);
>> plot(x1,y1), hold on, plot(x,y,'*')
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Y=polyval(a,X)

Dove

a= vettore coefficienti polinomio

X= valori della variabile indipendente in cui si vuole calcolare il polinomio

Y=Valori che il polinomio assume in corrispondenza delle componenti del vettore X.

esercizio 

Usando polyfit calcolare i coefficienti del polinomio di Lagrange di secondo grado interpolante y=log(x)+x.^2 nei punti x=[1 5 9]. Rappresentare graficamente y=sin(x) e la sua interpolazione sull’intervallo [1, 10] con passo h=0.1.

Soluzione
>>x=[1 5 8]; y=log(x)+x.^2;

 >>a=polyfit(x,y,2); x1=[1:0.01:8]; y1=polyval(a,x1);

 >>plot(x1,y1),hold on, plot(x,y,'*')
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interp1

y_int=interp1(x,y,x_int) : interpola linearmente (è il default) una funzione data sottoforma di tabella (vettori x e y). x_int è il vettore delle ascisse dei punti da interpolare. Restituisce il vettore y_int delle ordinate corrispondenti. I valori della variabile indipendente del vettore x devono essere in ordine ascendente e i valori del vettore di interpolazione x_int devono essere compresi nell’intervallo dei valori di x. 
Esempio

>>x=[1 2 4 5 7]; y=[4 5 3 8 2.1]; x1=[1:0.3:7];y1=interp1(x,y,x1);

>> plot(x1,y1,'r*'),hold on,plot(x,y,'*')
[image: image11.png]



N:B: interp1 si può sostituire con polyfit+polyval 

>>x=[1 2 4 5 7]; y=[4 5 3 8 2.1]; x1=[1:0.3:7];y1=interp1(x,y,x1,'cubic');

>> plot(x1,y1,'r*'),hold on, plot(x,y,'*')
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>> x=[1 2 4 5 7]; y=[4 5 3 8 2.1]; x1=[1:0.3:7];y1=interp1(x,y,x1,'spline');

>>hold on

>> plot(x1,y1,'g*'),plot(x,y,'*')

>> title('spline(g), cubic(r)')
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Approssimazione di una funzione usando i minimi quadrati
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A volte i dati sono affetti da errori (derivano da misure sperimentali) e non è così importante interpolarli esattamente
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Si può dimostrare che la retta   y=a1x+a2  

Tale che  l’errore
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equazioni normali della retta .

dove

 n=numero di punti

(xi,yi)=coordinate pnto i-esimo

La subroutine MATLAB polyfit(x,y,1) si può usare per trovare i coefficienti della retta

La subroutine polyfit(x,y,n) fornisce i coefficienti dell’approssimazione nel senso dei minimi quadrati se length(x)>(n+1)

Esempio

Calcolare la retta di regressione dei seguenti punti:

x=[1 2 4 5 6 7 8] e y=[2 1 4 7 4 8 9].  Si rappresentino graficamente i dati e la retta 

Soluzione

%min_quad1

% min_quad usando polyfit

clear

clf

x=[1 2 4 5 6 7 8];

y=[2 1 4 7 4 8 9];

a=polyfit(x,y,1);   

plot(x,y,’o’)

hold on

y1=polyval(a,x);

plot(x,y1,’r’)
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Soluzione dei problemi ai valori iniziali usando funzioni MATLAB
Tabella

	[t,y]=ode45(‘f’,[t0,tf],y0)
	f è il nome del function file che contiene l’equazione differenziale; t0, tf sono i valori iniziale e finale di t (var indipendente); y0=y(t0) è il valore iniziale di y; gli output t,y sono due vettori che contengono il tempo (var indipendente) e i corrispondenti valori della funzione y. L’algoritmo è Rugne-Kutta di ordine 4-5

	[t,y]=Ode23(‘ydot’,tspan,y0)
	La sintassi è come quella di ode45, L’algoritmo è Runge-Kutta di ordine 2-3


Ode45 e ode23 usano un passo variabile e applicano rispettivamente una combinazione dei metodi di Runge-Kutta del quarto+quinto e del secondo+terzo ordine. Ode45  è più rapida e più precisa ma usa ampiezze del passo maggiori che possono produrre un grafico della soluzione non così regolare come quello di ode23.
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[t,y]=ode45(‘f’,[t0,tf],y0) ( dal MAT 6

f=nome del function file contenente la derivata f(t,y) della funzione y .

t0,tf=estremi intervallo d’integrazione

y0 valore iniziale della soluzione

t,y=output,  sono due vettori colonna ed è importante mettere prima t e dopo y

la tolleranza tol per default è 1.e-6 . Se si vuole specificare un valore diverso lo si deve dare in input alla ode45 mettendolo al 5° posto.

Matlab contiene moltre altre funzioni per risolvere le equazioni differenziali:

ode113,ode23s, ode23t, ode23tb, ode15s, etc..

Esempio

Si consideri il seguente problema ai valori iniziali:
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sull’intervallo 
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con la condizione iniziale:

y(1)=2

la soluzione esatta è y(x)=xlog(x)+2x. 

Trovare un’approssimazione della soluzione in x=3 mediante ode45. Fare il grafico della soluzione esatta e di quella approssimata sovrapposte. Fare il grafico dell’errore assoluto commesso.

Soluzione

%eqdiff

%soluzione del pb ai valori iniziali, usando il comando   %ode45

clear

clf

t0=1;tf=3; y0=2;

f=@(t,y) (1+y./t);

[t,y]=ode45(f,[t0,tf],y0);
 yes=t.*log(t)+2.*t;
% si poteva calcolare con Symbolic Math:

% dsolve('Dy = 1+y/t', 'y(1) = 2')

 subplot(211),plot(t,y)

 hold on

 subplot(211),plot(t,yes,'r')

 title('y,yes(r)')

 E=abs(y-yes);

 subplot(212),plot(t,E)

 title('Errore assoluto')

 y(length(y))
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Equazioni differenziali di ordine superiore
Per utilizzare le funzioni Matlab che permettono di risolvere le equazioni differenziali di ordine superiore dobbiamo scrivere l’equazione differenziale come un insieme di equazioni differenziali del primo ordine:
esempio
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ricavando la derivata di ordine più elevato, si ha
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con il seguente cambio di variabili
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ora scriviamo un function file che calcola i valori di 
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 e li registra in un vettore colonna:
function xdot=example1(t,x) 
xdot(1)=x(2); 
xdot(2)=(1/5)*(sin(t)-4*x(1)-7*x(2)); 
xdot=[xdot(1);xdot(2)];
supponiamo di voler risolvere l’equazione differenziale per 
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 con le condizioni iniziali y(0)=3, y1(0)=9 quindi la condizione iniziale per il vettore x è [3,9]:
>> [t,x]=ode45(‘example1’,[0,6],[3,9]);

>> plot(t,x)

[image: image32.png]10





Sistemi di equazioni differenziali

N.B.=ode45 vuole in input un vettore colonna

Esempio:

Integrare il seguente sistema di equazioni differenziali per t=0:100. Rappresentare graficamente x1, x2, x3 in funzione di t e x3 in funzione di x1 e x2.
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% Lorenz.m: Equazioni Lorenz

function xdot=Lorenz(t,x)

sigma=10; b=8/3; r=28;
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xdot(1)=-sigma.*(x(1)-x(2));

xdot(2)=-x(1).*x(3)+r.*x(1)-x(2);
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xdot(3)=x(1).*x(2)-b.*x(3);

xdot=xdot';
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% Lor.m: integrazione Lorenz

clear

clf

[t,y]=ode45('Lorenz',[0 100],[1 1 1]’);

subplot(221),plot(t,y(:,1))

subplot(222),plot(t,y(:,2))

subplot(223),plot(t,y(:,3))

subplot(224),plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3))
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Metodo di Eulero (o delle tangenti)

Il metodo di Eulero consiste nell’approssimare la soluzione esatta, nelle vicinanze di (x0,y0) con la tangente:
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Runge-Kutta
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Il vettore delle c.i. può essere riga o colonna
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