Corso di Statistica, parte Challenge, parte prof. D’Angio’, parte 2

Vettore aleatorio gaussiano k-dimendionale

Castellanza, Dicembre, 2014 


Vedere anche: Corso di Statistica, parte Challenge, parte prof. D’Angio’, parte 1

VETTORE ALEATORIO GSUSSIANO k-DIMENDIONALE
In quanto segue  
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 dove  
dove, (a), 
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 e’ un vettore aleatorio k-dimensionale che ha per elementi k variabili aleatorie continue 
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 (che non sono necessariamente prezzi o rendimenti di titoli azionari), (b), 
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 e’ il vettore dei valori medi attesi di dette k variabili, e, (c), 
[image: image7.wmf]k

S

 e’ la matrice varianze-covarianze del vettore aleatorio 
[image: image8.wmf]X
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 (vedasi la parte 1 di questi appunti). Come per due o piu’ variabili discrete considerate congiuntamente c’e’ la nozione di funzione di probabilita’ congiunta, cosi’ per due o piu’ variabili continue considerate congiuntamente, cioe’ per un vettore aleatorio 
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 di variabili aleatorie continue, c’e’ la nozione di funzione di densita’ di probabilita’ congiunta o funzione di densita’ di probabilita’ k-dimensionale: 
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dove 
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, cioe’ 
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, e’ il vettore i cui k elementi 
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 sono k valori possibili 
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 delle k variabili aleatorie 
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 che compongono il vettore 
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 considerato, dette anche variabili aleatorie marginali. Ai fini del calcolo delle probabilita’, tale densita’ congiunta svolge lo stesso ruolo della densita’ di probabilita’ nel caso di una sola variabile aleatoria continua. Infatti l’integrale (k-dimensionale) della densita’ congiunta da’ la probabilita’ congiunta cumulata seguente:
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DEFINIZIONE 1. Sia 
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 un vettore aleatorio k-dimensionale i cui elementi 
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 sono variabili aleatorie continue (dette variabili marginali). Se la densita’ congiunta 
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 di tale vettore si puo’ fattorizzare nel prodotto delle densita’ 
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 delle variabili marginali, allora tali variabili sono stocasticamente indipendenti. Ovvero, tali variabili marginali sono stocasticamente indipendenti se per 
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ESERCIZIO 1. Sia 
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 qui sotto la densita’ congiunta di un vettore aleatorio bi-dimensionale 
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dove 
[image: image30.wmf][

]

12

mmm

¢

=

 e 
[image: image31.wmf](

)

2

,1,2

ii

VXi

s

==

. Si mostri che le due variabili marginali 
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 sono variabili gaussiane stocasticamente indipendenti. Si scriva inoltre la matrice varianze-covarianze 
[image: image33.wmf]2
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 del vettore 
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, se ne calcoli la varianza generalizzata e si mostri che tale varianza generalizzata compare sotto radice a denominatore di (1).
Svolgimento. Bisogna mostrare che la (1) si puo’ fattorizzare nel prodotto delle densita’ delle due variabili aleatorie marginali 
[image: image35.wmf]1

X

 e 
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, e che la densita’ di tali due variabili e’ gaussiana con le medie e varianze sopra indicate. La (1) si puo’ scrivere come segue:
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dove si ha
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Inoltre, poiche’ e’ noto che le variabili stocasticamente indipendenti sono non correlate, si ha allora
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Dunque, la radice a denominatore di (1) e’ la radice della varianza generalizzata
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ESERCIZIO 2. Sia 
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 qui sotto la densita’ congiunta di un vettore aleatorio bi-dimensionale 
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 Si mostri che se le due variabili marginali 
[image: image48.wmf]i
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, sono non correlate, allora sono due variabili gaussiane stocasticamente indipendenti. Inoltre, senza assumere che le due variabili siano non correlate, si scriva la matrice varianze-covarianze 
[image: image50.wmf]2
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 del vettore 
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, se ne calcoli la varianza generalizzata mettendo in evidenza 
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 e si mostri che tale varianza generalizzata compare sotto radice a denominatore di (2). 
Svolgimento. Se le due variabili marginali 
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, sono non correlate, allora all’esponente della densita’ congiunta (2) si ha 
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. Con cio’, la densita’ congiunta (2) diventa la (1) dell’Esercizio 1 da cui si e’ gia’ ottenuto che le due variabili marginali 
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, sono due variabili gaussiane stocasticamente indipendenti. Inoltre, senza assumere che le due variabili siano non correlate, si ha
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Allora, la radice a denominatore di (2) e’ e’ la radice della varianza generalizzata
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L’Esercizio 2 ha quindi mostrato che la densita’ congiunta (2) comprende come caso particolare (cioe’ per 
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) la densita’ congiunta (1). 

DEFINIZIONE 2. Un vettore aleatorio bi-dimensionale 
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 con matrice varianze-covarianze 
[image: image62.wmf]2

S

, vettore delle medie 
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, e con la densita’ congiunta (2) si dice vettore aleatorio gaussiano bi-dimensionale, e la densita’ (2) e’ detta densita’ gaussiana bi-dimensionale ■
Gli Esercizi 1 e 2 hanno mostrato che la varianza generalizzata di un vettore aleatorio gaussiano bi-dimensionale 
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 compare sotto radice a denominatore nella funzione di densita’ congiunta del vettore (cio’ e’ vero anche nel caso generale di un vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale con 
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, si veda piu’ avanti). L’Esercizio 2 ha inoltre mostrato che per i vettori aleatori gaussiani bi-dimensionali vale la proprieta’ 1 riportata qui sotto che, si dimostra, implica la successiva proprieta’ 2 (anche queste due proprieta’ valgono nel caso generale di un vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale con 
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, si veda piu’ avanti). 
Proprieta’ 1: se un vettore aleatorio gaussiano bi-dimensionale 
[image: image67.wmf][
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 ha le due variabili marginali che sono non correlate, allora tali variabili sono stocasticamente indipendenti (e viceversa ovviamente).

Proprieta’ 2: se un vettore aleatorio gaussiano bi-dimensionale 
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 ha le due variabili marginali che sono non correlate allora la sua probabilita’ congiunta cumulata si puo’ fattorizzare nel prodotto delle probabilita’ cumulate delle due variabili gaussiane marginali, cioe’ si ha:
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(nel caso di variabili marginali stocasticamente indipendenti questa proprieta’ vale piu’ in generale per vettori aleatori continui bi-dimensionali qualsiasi).

ESERCIZIO 3. Sia 
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 un vettore aleatorio gaussiano bi-dimensionale con le marginali 
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, non correlate tali che
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Domande: (A), si specifichi il valore di 
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 in 
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 e si calcoli la varianza generalizzata del vettore considerato, (B), si determini il valore della probabilita’ congiunta cumulata 
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Svolgimento. (A): poiche’ le marginali 
[image: image79.wmf]i

X

, 
[image: image80.wmf]1,2

i

=

, sono non correlate in 
[image: image81.wmf]2

S

 sia ha 
[image: image82.wmf]1221

0

ss

==

, ad allora si ha: 

[image: image83.wmf]22

40

,det4

01

éù

S=S=

êú

ëû


(B): poiche’ siamo nel caso (3) sopra, per la probabilita’ congiunta cumulata si ha
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Differenza di due vettori. In quanto segue: 
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Inversa di una matrice, in particolare 
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Forma matriciale dell’esponente nella densita’ gaussiana bi-dimensionale (2), pag. 2:
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ESERCIZIO 4. (A), Si determini l’espressione di 
[image: image91.wmf]1

2

-

S

; (B), Si mostri che la forma matriciale a destra in (4) da’ l’esponente della densita’ (2), pag. 2, riportato a sinistra nella (4) stessa; (C), Assumendo 
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 si mostri che la forma matriciale a destra in (4) da’ l’esponente della densita’ gaussiana bi-dimensionale (1), pag. 1. 
Svolgimento. 

(A): 
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(B): 
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(C): 
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 ■
Dalla forma matriciale (4) si ha dunque la seguente forma matriciale (5) della densita’ gaussiana bi-dimensionale (2):
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Come risulta dalla Definizione 3 qui sotto la forma matriciale (5) si mantiene inalterata, mutatis mutandis, anche nel caso gaussiano k-dimensionale con 
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DEFINIZIONE 3. Un vettore aleatorio k-dimensionale 
[image: image103.wmf][
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 con matrice varianze-covarianze 
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 e vettore delle medie 
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, si dice vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale se ha la densita’ congiunta (6) qui sotto che e’ detta densita’ gaussiana k-dimensionale
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 ■                                                    (6)
Le proprieta’ 1 e 2 qui sotto del vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale sono la generalizzazione a 
[image: image107.wmf]2

k
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 dimensioni delle proprieta’ 1 e 2 (pag. 2) gia’ viste nel caso bi-dimensionale. Le successive proprieta’ 3 e 4 del vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale valgono anch’esse nel caso gaussiano bi-dimensionale in particolare. 
Proprieta’ 1. Se un vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale 
[image: image108.wmf][
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 ha le k variabili marginali che sono non correlate, allora tali variabili sono stocasticamente indipendenti (e viceversa ovviamente).

Proprieta’ 2. Se un vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale 
[image: image109.wmf][
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 ha le k variabili marginali che sono non correlate allora la sua probabilita’ congiunta cumulata si puo’ fattorizzare nel prodotto delle probabilita’ cumulate delle k variabili gaussiane marginali, cioe’ si ha:
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(nel caso di variabili marginali stocasticamente indipendenti questa proprieta’ vale piu’ in generale per vettori aleatori continui k-dimensionali qualsiasi).

Proprieta’ 3. Dato un vettore aleatorio gaussiano k-dimensionale 
[image: image111.wmf][
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, ogni suo sotto-vettore di 
[image: image112.wmf]1,2,
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 variabili 
[image: image113.wmf]i
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ESERCIZIO 5. Il risultato netto totale in migliaia di $ di 
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. Domande: (A), si calcoli la probabilita’ congiunta cumulata 
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Svolgimento. 
(A): poiche’ il vettore 
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(B): 
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(C): 
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(D): Poiche’ le variabili sono non correlate si ha
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(E): Poiche’ il vettore 
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 e’ gaussiano allora si ha che la combinazione lineare 
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