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L.I.U.C. School of Economics and Management

Primo Appello 24 ottobre 2016

1. Risolvere i seguenti esercizi.

a. (3 pt) Determinare il dominio della funzione

f (x) =

√
x− 2

ln (x− 1)

b. (2 pt) Calcolare i seguenti limiti

i) lim
x→1

x2 − 1
x− 1

ii) lim
x→−∞

(e2x − x)

c. (3 pt) Data la funzione di domanda pD (q) = −1+
9

q − 1 e la funzione di offerta pS (q) =
6 + q, con q > 0, determinare la quantità di equilibrio del mercato ed il surplus
del consumatore corrispondente.

d. (3 pt) Enunciare la definizione di matrice inversa di una matrice A quadrata di ordine
n. Dire, inoltre, motivando la risposta, se sia invertibile la matrice

A =

1 2 −2
6 1 4
4 −3 8


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2. Un contratto di credito al consumo per un bene del valore di S = 8.500, 00 Euro,
prevede il pagamento di 36 comode rate mensili posticipate di importo costante. Il tasso
annuo nominale convertibile mensilmente cui è concesso il finanziamento è j12 = 2, 84%.

a. (3 pt) Determinare l’importo della rata ed il debito residuo dopo la 30esima rata.

b. (3 pt) Scomporre la seconda rata in quota interessi e quota capitale.

c. (3 pt) Il finanziamento prevede spese iniziali di istruzione pratica per 120, 00 Euro, spese
di incasso rata per 1, 20 Euro da corrispondere assieme al pagamento di ogni rata
e ulteriori 80 Euro quali spese di chiusura del contratto, da corrispondere assieme
al pagamento dell’ultima rata. Verificare se il TAEG del contratto superi il 5%
annuo composto effettivo.

d. (2 pt) Enunciare il Teorema di Cantelli e fornire un esempio di legge finanziaria non
scindibile.
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3. (standard) Risolvere i seguenti quesiti.

a. Data la funzione
f (x) =

1− x
x2

i. (4 pt) Determinare il dominio, il segno e le eventuali intersezioni con gli assi carte-
siani, gli eventuali asintoti orizzontali o verticali, gli estremanti locali o glob-
ali, gli intervalli di monotonia e di convessità, rappresentando i risultati ot-
tenuti anche in un grafico qualitativo;

ii. (2 pt) Calcolare l’integrale indefinito ∫
1

x2
− 1
x
dx

b. (2 pt) Calcolare il TIR dell’investimento

epoca (anni) 0 1 2
flussi di cassa (Euro) −5.500 2.800 2.800

c. (3 pt) Un capitale iniziale di 1.000 è impiegato per 3 anni e sei mesi. Calcolare il mon-
tante nelle seguenti ipotesi:

1. Capitalizzazione ad interessi semplici al tasso annuo i = 3, 00%
2. Capitalizzazione ad interessi composti al tasso annuo effettivo x = 2, 50%
3. Capitalizzazione ad interessi semplici anticipati al tasso di sconto commerciale
annuo d = 2, 80%.
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3. (challenge) Risolvere i seguenti quesiti:

a. (3 pt) Una operazione finanziaria prevede i pagamenti

tempo (anni) 2/12 8/12 14/12 20/12
flussi di cassa (€) 1.200 1.200 1.200 101.400

Calcolare la Duration D al tasso annuo composto effettivo i = 1, 50%

b. (5 pt) Data la funzione

F (x, y, z) = 2x2 + 4xz +
5

2
y2 + 2yz + 2z2

1. Calcolare il vettore gradiente della funzione in un generico punto (x, y, z).
2. Determinare gli eventuali punti stazionari
3. Scrivere la matrice Hessiana della funzione e determinare la natura dei punti
stazionari trovati.

c. (3 pt) Determinare, al variare del parametro k ∈ R il numero di soluzioni del sistema
lineare 

−1 1 + k 1/4
1− k −k 0
−1 2 k
0 k k2

x =

0
0
0
0



4



L.I.U.C. School of Economics and Management

Primo Appello (Soluzioni) 24 ottobre 2016

1. Risolvere i seguenti esercizi.

a. (3 pt) Determinare il dominio della funzione

f (x) =

√
x− 2

ln (x− 1)

b. (2 pt) Calcolare i seguenti limiti

i) lim
x→1

x2 − 1
x− 1

ii) lim
x→−∞

(e2x − x)

c. (3 pt) Data la funzione di domanda pD (q) = −1+
9

q − 1 e la funzione di offerta pS (q) =
6 + q, con q > 0, determinare la quantità di equilibrio del mercato ed il surplus
del consumatore corrispondente.

d. (3 pt) Enunciare la definizione di matrice inversa di una matrice A quadrata di ordine
n. Dire, inoltre, motivando la risposta, se sia invertibile la matrice

A =

1 2 −2
6 1 4
4 −3 8


Soluzione:

(a) Le condizioni da verificare sono
x− 2 ≥ 0
x− 1 > 0
ln (x− 1) 6= 0

ovvero 
x ≥ 2
x > 1
x 6= 2

Intersecando le tre condizioni si ottiene domf = (2,+∞)
(b)
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1. lim
x→1

x2 − 1
x− 1 =

[
0

0

]
= lim

x→1

(x− 1) (x+ 1)
x− 1 = 2,

2. lim
x→−∞

(e2x − x) = [0 +∞] = +∞

(c) Per determinare il prezzo p∗ e la quantità q∗ di equilibrio dobbiamo risolvere il
sistema  p = −1 + 9

q − 1
p = 6 + q

con q > 0. Le soluzioni del sistema sono [p = 8, q = 2] e [p = −2, q = −8], ma la
seconda non è accettabile, quindi si ha q∗ = 2 e p∗ = 8. Per calcolare il surplus del
consumatore conviene scrivere le funzioni di domanda e di offerta come funzioni
del prezzo:  q = 1 +

9

p+ 1
q = p− 6

il surplus sarà quindi

Sc =

8∫
0

(
1 +

9

p+ 1
− 2
)
dq = 11. 775.

(d) Per la definizione si veda il libro di testo.
Poiché una matrice quadrata è invertibile se e solo se è non singolare, ma

detA = 0

la matrice non è invertibile.
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2. Un contratto di credito al consumo per un bene del valore di S = 8.500, 00 Euro,
prevede il pagamento di 36 comode rate mensili posticipate di importo costante. Il tasso
annuo nominale convertibile mensilmente cui è concesso il finanziamento è j12 = 2, 84%.

a. (3 pt) Determinare l’importo della rata ed il debito residuo dopo la 30esima rata.

b. (3 pt) Scomporre la seconda rata in quota interessi e quota capitale.

c. (3 pt) Il finanziamento prevede spese iniziali di istruzione pratica per 120, 00 Euro, spese
di incasso rata per 1, 20 Euro da corrispondere assieme al pagamento di ogni rata
e ulteriori 80 Euro quali spese di chiusura del contratto, da corrispondere assieme
al pagamento dell’ultima rata. Verificare se il TAEG del contratto superi il 5%
annuo composto effettivo.

d. (2 pt) Enunciare il Teorema di Cantelli e fornire un esempio di legge finanziaria non
scindibile.

Soluzione:

(a) Il tasso periodale è i12 =
2,84%
12

= 0, 237%. L’importo delle 36 rate costanti è
quindi

R = 8.500× 0, 237%

1− (1 + 0, 237%)−36
= 246, 606 Euro

Il debito residuo dopo la trentesima rata sarà pari al valore attualizzato delle 6
rate residue

D30 = 246, 606×
1− (1 + 0, 237%)−6

0, 237%
= 1.467, 440 Euro

(b) Il debito residuo dopo il pagamento della prima rata è

D1 = 8.500× (1 + 0, 237%)−R = 8.273, 539 Euro

Pertanto la quota di interessi nella seconda rata è

I2 = 8.273, 539× 0, 237% = 19, 608 Euro

e la quota capitale
C2 = R− I2 = 226, 998 Euro

(c) Considerando l’operazione finanziaria dal punto di vista del finanziatore, si ha un
investimento puro, per il quale

NPV (5%) = −8.500+120+(246, 606 + 1, 20)×1− (1 + i12)
−36

i12
+

80

(1 + 5%)3
= −28, 287 < 0

dove i12 = (1 + 5%)1/12 − 1 = 0, 407%. Pertanto, dal grafico del DCF di un
investimento puro, si deduce che il TAEG non supera il 5%.

(d) Si veda il libro di testo.
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3. (standard) Risolvere i seguenti quesiti.

a. Data la funzione
f (x) =

1− x
x2

i. (4 pt) Determinare il dominio, il segno e le eventuali intersezioni con gli assi carte-
siani, gli eventuali asintoti orizzontali o verticali, gli estremanti locali o glob-
ali, gli intervalli di monotonia e di convessità, rappresentando i risultati ot-
tenuti anche in un grafico qualitativo;

ii. (2 pt) Calcolare l’integrale indefinito ∫
1

x2
− 1
x
dx

b. (2 pt) Calcolare il TIR dell’investimento

epoca (anni) 0 1 2
flussi di cassa (Euro) −5.500 2.800 2.800

c. (3 pt) Un capitale iniziale di 1.000 è impiegato per 3 anni e sei mesi. Calcolare il mon-
tante nelle seguenti ipotesi:

1. Capitalizzazione ad interessi semplici al tasso annuo i = 3, 00%
2. Capitalizzazione ad interessi composti al tasso annuo effettivo x = 2, 50%
3. Capitalizzazione ad interessi semplici anticipati al tasso di sconto commerciale
annuo d = 2, 80%.

Soluzione:

(a)

1. Il dominio della funzione è A = (−∞, 0) ∪ (0,+∞). La funzione risulta
positiva per x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1), nulla in x = 1, punto di intersezione con
l’asse x. Poiché

lim
x→±∞

f (x) = 0

la retta y = 0 è un asintoto orizzontale per x→ ±∞. Inoltre

lim
x→0

f (x) = +∞

quindi x = 0 è un asintoto verticale. La funzione è continua e derivabile nel
suo dominio, con

f
′
(x) =

−x2 − (1− x) 2x
(x2)2

=
x2 − 2x
x4

=
x− 2
x3

Risulta quindi monotona crescente negli intervalli [2,+∞) e (−∞, 0), decres-
cente altrove. Il punto x = 2 è quindi di minimo almeno locale.
Risulta inoltre due volte derivabile con

f
′′
(x) =

x3 − 3x2 (x− 2)
(x3)2

=
−2x3 + 6x2

x6
= −2x− 3

x4
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Quindi

−2x− 3
x4
≥ 0

la funzione è convessa negli intervalli (−∞, 0) e (0, 3], concava altrove, con
x = 3 punto di flesso.
Un grafico qualitativo è

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

1

2

x

y

2. Risulta ∫
1

x2
− 1
x
dx =

∫
1

x2
dx−

∫
1

x
dx = −1

x
− ln |x|+ C

(b) Calcolare il TIR dell’investimento

epoca (anni) 0 1 2
flussi di cassa (Euro) −5.500 2.800 2.800

Deve essere
−5.500 + 2.800

1 + x
+

2.800

(1 + x)2
= 0

da cui risulta x∗ = 1, 2097%.

(c)

1. Risulta
M = 1.000× (1 + 3%× 3, 5) = 1.105, 000

2. Risulta
M = 1.000× (1 + 2, 50%)3,5 = 1.090, 269

3. Risulta
M =

1.000

1− 2, 80%× 3, 5 = 1.108, 648
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(d) Risolvere i seguenti quesiti:

a. (3 pt) Una operazione finanziaria prevede i pagamenti

tempo (anni) 2/12 8/12 14/12 20/12
flussi di cassa (€) 1.200 1.200 1.200 101.400

Calcolare la Duration D al tasso annuo composto effettivo i = 1, 50%

b. (5 pt) Data la funzione

F (x, y, z) = 2x2 + 4xz +
5

2
y2 + 2yz + 2z2

1. Calcolare il vettore gradiente della funzione in un generico punto (x, y, z).
2. Determinare gli eventuali punti stazionari
3. Scrivere la matrice Hessiana della funzione e determinare la natura dei punti
stazionari trovati.

c. (3 pt) Determinare, al variare del parametro k ∈ R il numero di soluzioni del sistema
lineare 

−1 1 + k 1/4
1− k −k 0
−1 2 k
0 k k2

x =

0
0
0
0



Soluzione:

a. La duration è

tempo (anni) 2/12 8/12 14/12 20/12
flussi di cassa (€) 1.200 1.200 1.200 101.400

D =

2
12

1.200

(1,015)2/12
+ 8

12
1.200

(1,015)8/12
+ 14

12
1.200

(1,015)14/12
+ 20

12
101.400

(1,015)20/12

1.200

(1,015)2/12
+ 1.200

(1,015)8/12
+ 1.200

(1,015)14/12
+ 101.400

(1,015)20/12

= 1, 6318

(a)

1. Si ha ∇F (x, y, z) =

 4x+ 4z
5y + 2z

4x+ 2y + 4z


2. I punti stazionari sono le soluzioni del sistema

4x+ 4z = 0
5y + 2z = 0
4x+ 2y + 4z = 0

ovvero il solo punto P = [x = 0, y = 0, z = 0]

10



3. La matrice Hessiana è ∇2F (x, y, z) =

4 0 4
0 5 2
4 2 4

, costante. Poiché H1 = 4 >

0, H2 = 20 > 0 e H3 = −16 < 0, il punto è di sella.
(b) Il sistema è omogeneo, quindi sicuramente possibile. La matrice dei coeffi cienti

A ha rango 1 ≤ ρ (A) ≤ 3 per ogni k ∈ R. Inoltre, poiché la sottomatrice

B =

[
−1 2
0 k

]
ha determinante detB = −k, il rango è almeno 2 per ogni k 6= 0. Se k = 0, la
matrice dei coeffi cienti è

A =


−1 1 1/4
1 0 0
−1 2 0
0 0 0


di rango almeno 2 poiché è non singolare la sottomatrice B̂ =

[
−1 1
1 0

]
. Quindi,

per ogni k ∈ R, si ha 2 ≤ ρ (A) ≤ 3. Le matrici orlate di B sono

C1=

−1 1 + k 1/4
−1 2 k
0 k k2

 C2=

1− k −k 0
−1 2 k
0 k k2


detC1 =

1
4
k (2k − 1) (2k + 1) detC2 = −k2 (2k − 1)

entrambe singolari per k = 1
2
. Le matrici orlate di B̂ sono

Ĉ1=

−1 1 1/4
1 0 0
0 0 0

 Ĉ2=

−1 1 1/4
1 0 0
−1 2 0


det Ĉ1 = 0 det Ĉ2 =

1
2

Quindi per k 6= 1
2
il rango è 3 ed esiste un’unica soluzione, per k = 1

2
il rango è 2

ed esistono infinite soluzioni con un grado di libertà.
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