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EQUAZIONI DIFFERENZIALI 2

ESERCIZI CON SOLUZIONE

1. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
, 1 2
=Ty 0 Y

y(1) =2

L’equazione differenziale associata al problema ¢ di Bernoulli:
! 2
yHIy=-3Y
con la condizione di esistenza t # 0.
Dividendo per y? (con y # 0) si ottiene:
y 2y 4ty = o2
t t2

Ponendo y~! = u, —y~?y’ =4, quindi I'’equazione differenziale diventa:

L1 2
“ut-u=-——=
t t2
1 2
u——-u=—
t t2

ovvero una equazione lineare del primo ordine, il cui interale generale & dato da
_r-1 2 1
u(t) = eI 7% Ut—zef t‘“dt+c]

[ 2
u(t) = emitl Jt—ze'lnmdt + c]
Poiché la soluzione va cercata in un intornodit=1si hat > 0:

[ [ 2
u(t) = elnt ft—ze‘lntdt+c]

u(t)=t:ft32-%dt+c]
u(t) =tUt£3dt+c]
u(t) =t[—ti2+c]

1
u(t) = —?+ ct

Poiché y~! = u, ha y = =, quindi:

u

1
y(®) = ——
—?+Ct

Imponendo la condizione di Cauchy si ottiene:



2 =

-1+c¢
da cui

3

‘T2
Quindi la soluzione é data da:
1
y() = 1,3,
t 2

Osserviamo che per y = 0 si ottiene una soluzione particolare dell’equazione differenziale
che non ¢€ soluzione del problema di Cauchy.

2. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
1+t N et
2t 77 2ty

!

y:

y(1) =+e

L’equazione differenziale ¢ di Bernoulli:

1+t et

AR TIE TN

-1

con la condizione di esistenzat # 0 e y # 0.
Dividendo per y~! (che per condizioni di dominio & non nullo) si ottiene:
1+t et

12 2=_
T T

Ponendo y? = u, 2yy’ = v/, quindi l’equazione differenziale diventa:

2 2t 2t
, 1+t et
+——u=—

t t

ovvero una equazione lineare del primo ordine, il cui interale generale € dato da

et
u(t) = eff%dt f%ef¥dtdt + c]
F ot
u(t) = e_f(%ﬂ)dt f%ef(%ﬂ)dtdt + c]

[ t
u(t) = e~ nltl=t f%e“"t'”dt +c

Poiché la soluzione va cercata in un intornodit=1sihat >0

[ ot
e
u(t) = e~ Int-t f7elnt+tdt + c]

1 _[ret
u(t) =—et fe—tetdt + c]
t |t
1
u(t) = ?e‘t U e?tdt + c]

1 1
u(t) = ?e‘t [EeZt + c]



2t

1 c

u(t) =—e+ ;e‘t

Poiché y? = u, ha y = +/u (consideriamo la soluzione positiva in quanto la soluzione esite
in un intorno di y = ), quindi:

1 c
t) = |— t —p—t
y@) = |5 ef+ e
Imponendo la condizione di Cauchy si ottiene:

e ¢
Ve= |>+-
2 e
_e+c
e_Z e
_¢
2 e
da cui
02
C=7
Quindi la soluzione é data da:
©= et +Set
Y= [26¢ Tc®

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy
2y" =3y'"+y=0
y=1
y(1) =2
L’equazione differenziale ¢ del secondo ordine omogenea a coefficienti costanti:
2y" =3y"+y=0
il polinomio caratteristico associato risulta
22-31+1=0
che ammette autovalorid=1e 1 = %
Dunque l'integrale generale & dato da:
1
y(t) = ciet + cye?t

Imponendo le due condizioni si ottiene:

1
2=ce+cye2
. P t 1 lt .
e, poiché y'(t) = c;e* + S C2e2, si ha
1
1=rce+zcye2
2
da cui

1
IZ =ce + cyez
1

1
ll =ce+ Eczei



C1=0

kcz = 2e_%

Quindi la soluzione é data da:
t-1

y(t) = 2e2

4. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale y'’ — 2y’ + 2y = 3t — t? passante per
(0,1) e con un punto stazionario in x = 0.

I1 problema di Cauchy descritto risulta:
{y” -2y +2y=3t—t?

4 y' () =0
L y(0) =1

Per prima cosa si trovano le soluzioni dell’equazione omogenea associata:
y'=2y"+2y=0
il polinomio caratteristico associato risulta
A2—-214+42=0
che ammette autovalori complessi coniugatiA=1+ieldl=1—1.
Dunque l'integrale generale ¢ dato da:
Yo (t) = et(cq cost + ¢, sint)
Si cerca poi una soluzione particolare dell’equazione non omogenea con il metodo di
somiglianza. La soluzione particolare ¢ della forma:
yp(t) = ag + a;t + a,t?
Per trovare i valori dei coefficienti a,, a;,a, € necessario sostituire la soluzione particolare
nell’equazione differenziale:
2a, — 2(a; + 2a,t) + 2(ag + a;t + a,t?) = 3t — t?
2a, — 2a; + 2ay + (2a; — 4ay)t + 2a,t? = 3t — t?
da cui
2a, —2a; +2a9 =0
2a; —4a, =3
2a, = -1

ag =

a, =
1
=2

1 1
t)=1+—-t—=t?
yp(t) +2 >

N R -

quindi

L’integrale generale € dunque:

1 1
y(@) = v,(t) + yp(t) = et(ci cost + ¢, sint) + 1 +§t _Etz

Imponendo le due condizioni si ottiene:
1=c¢ +1ovveroc; =0



e, poiché y'(t) = et(cycost + ¢y sint) + et (—cysint + ¢, cost) + % —t, si ha

1
0=cl+cz+§
da cui
c;=0
1
C2=—§

La soluzione del problema di Cauchy risulta dunque:
t

e 1 1
y(t) = —sint + 1+§t—5t2

5. Trovare la soluzione dell’equazione differenziale y"” + 4y’ =1—2t+e~* tangente
nell’origine alla retta y = x.

I1 problema di Cauchy descritto risulta:
(' +4y' =1-2t+e™*

y'(0)=1
y(0)=0

Per prima cosa si trovano le soluzioni dell’equazione omogenea associata:

y'+4y' =0
il polinomio caratteristico associato risulta
2+42=0
che ammette autovalori complessi coniugati A =0 e 1 = —4.

Dunque l'integrale generale & dato da:

Yo(t) = ¢1 + cae”
Si cerca poi una soluzione particolare dell’equazione non omogenea con il metodo di
somiglianza.
Osserviamo che la funzione 1 — 2t + e™** € somma di un polinomio e di un esponenziale,
inoltre bisogna fare attenzione al fatto che €& presente 'autovalore semplice 1 = 0 e che il
coefficiente dell’esponenziale ¢ uguale all’autovalore semplice 4 = —4.
Quindi la soluzione particolare ¢ della forma:

yp(t) = tay + a;t) + a,te™t

Per trovare i valori dei coefficienti a, a;,a, € necessario sostituire la soluzione particolare
nell’equazione differenziale.
Poiché:

4t

4

y'p(t) = ag + 2a,t + aze™*t — 4ayte™™
y"p(t) = 2a; — 8a,e *a,e ™ + 16a,te™*t
si ha

2a; — 8aze™ + 16a,te ™ + 4(ay + 2a,t + aze ™ — dayte ™) =1 -2t + e~
2a; +4ay + 8ast —4a,e™*t =1—-2t+ e
da cui



Zal +4a0 =1

8a1=_2
_4(12:1
3
a0—8
1
<a1:_z
1
a2=__
L 4

quindi
3 1 1
= —_—— —_— -4t
yp(t) t(s 4t> i
L’integrale generale € dunque:
3 1
Y(O) = 7o(®) +9p(®) = ¢ + e bt (S =5 t) e

Imponendo le due condizioni si ottiene:
0 = Cl + CZ

. . _ 3 1 1 _ _ .
e, poiché y'(t) = —4c,e™*t +o—st—ze 4 4 te ™ siha

2 4
1= —dc, 451
T T2ty
da cui

cg+c; =0
Jz} NS

"™ 278 2"

( 2

Jcl 32

7

ch_ 32

La soluzione del problema di Cauchy risulta dunque:

7 7 3 14\ 1
t)=—=—=ce* t(———t)——t —4t
YO =35 —3ze 7 Ft{gTgt) T gte



