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FUNZIONI INTEGRALI

ESERCIZI CON SOLUZIONE

1) Data la funzione F(x) = '[

a)
b)
c)

b)

X At-3
e

> 16+t
calcolare F(Z), F '(2), F "(2);
scrivere l'equazione della retta tangente nel punto X=2;

scrivere il polinomio di Taylor al secondo ordine in X =2 e rappresentare la
funzione nell’intorno considerato.

F(2)=]—

- 16+t

La funzione integranda € continua su R, per il teorema di Torricelli-Barrow:

x—3 e2—3 l
I:l = ! 2 = = —
(x) 16 + x> e F'(2) 16+4 20e
Fl'(x):

ex“'*(x2 —~ 2x+16)
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L’equazione della retta tangente é:

y-F(@)=F(2)(x-2)

sostituendo i valori ottenuti si ottiene:
X 1

" 20e 10’
Il polinomio di Taylor arrestato al secondo ordine in X =2 é:

Pa()=F@+ F@(x-2)+ 2 (x-2)

1
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e F'(2)=

zz(X)__(X 2)+5(X 2)°.

Deduc1amo il seguente grafico nell’intorno di X =2 tenendo conto del fatto che
la derivata prima nel punto é positiva ma & minore di uno e la derivata seconda
€ maggiore di zero:
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2) Data la funzione F jﬁ dt

a) calcolare e studiare la derivata prima individuando eventuali punti di massimo

e/o minimo;
F(x)
b) calcolare il seguente limite: lim———=.
x-1 |n X

a) Il dominio della funzione € tutto 'insieme dei numeri reali (la funzione
integranda & prolungabile con continuita in X = 0). Calcoliamo la derivata:

= (X) _ X3 —4x
In(l+x?)’
I1 denominatore € sempre positivo, quindi il segno della derivata prima dipende dal

numeratore X°—4x; studiamo il segno di x* —4x:

= + - +

Quindi X =-2 & un punto di minimo locale, X=0 & un punto di massimo locale e
infine X =2 & un punto di minimo locale.

0 . .
b) Il limite dato si presenta come forma di indecisione 6 , applichiamo il teorema

di de ’'Hospital (sono verificate tutte le ipotesi):

x3 —4x
2 4 2
InnF&):”mIMl+xi:”mx —4é __3
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3) Calcolare la derivata prima per ciascuna delle seguenti funzioni integrali:
nil+t
= J' J—dt
3 3
2 t

sin x

b) G()




—sinx -(x*+1)
b) G'(X)=—————-CcosX—

}/3-sinx 51/3—(x2+1)'

4) Individuare il dominio delle seguenti funzioni integrali, motivando la scelta
effettuata:

2X.

¢ dt
E(x)=
3 i £3t—1’
¢ d
b) F(X)ZITtt
0

a) La f(t) € continua nell’insieme (—oo,l)u(1,+oo); per X —1 la funzione integranda

risulta un infinito di ordine 1/3 quindi é integrabile in senso generalizzato.
Possiamo concludere affermando che il dominio della funzione F coincide con tutto
l'insieme dei numeri reali.

b) La f(t) é continua nellinsieme (— 00, 2)U (2, + oo); per X = 2 la funzione integranda
risulta un infinito di ordine 1 quindi non ¢ integrabile in senso generalizzato.
Possiamo concludere affermando che il dominio della funzione F , che deve essere
continua in esso, coincide con I'insieme (—o, 2).

2t
t+3

dt

5) Data la funzione F(X)z.[
0

a) determinare il dominio;

b) calcolare la derivata prima;

c) scrivere il polinomio di MacLaurin di secondo grado e disegnare il grafico
nell’intorno di x=0;

d) calcolare il limite della funzione per X — +o0.

a) La f(t) é continua nell'insieme (—oo,3)u(3,+oo); per X — 3 la funzione integranda
risulta un infinito di ordine 1 quindi non ¢ integrabile in senso generalizzato.
Possiamo concludere affermando che il dominio della funzione F, che come
abbiamo gia affermato nell’esercizio precedente, deve essere continua nel suo
dominio, coincide con I'insieme (-, 3);

b) Per calcolare la derivata prima basta ricordare il teorema di Torricelli Barrow:

2)(
F'(x)= .
() X+3’
c) Il polinomio di MacLaurin ¢ il seguente: P, (X)z F(0)+ F (0) X + F 250) X2,
calcoliamo: F(0)=0, F'(0)=1, F"(x)=2 In2.(x+§)—2 da cui F(0)=3M2-1
3 (x+3) 9



1. .3In2-1
Possiamo scrivere il polinomio richiesto: P, (X): §X T x’. Dai risultati

ottenuti il grafico della funzione nellintorno del punto X=0 é il seguente:

d) Per X — +oo la funzione integranda ¢ un infinito di ordine maggiore di qualunque
potenza di X, quindi non ¢ integrabile in senso generalizzato;

risulta lim F(X) = +o (notiamo che la funzione integranda per X — 4+, € positiva e
X—>+0

I'intervallo di integrazione € crescente).
X t

6) Data F(X):j ¢

-1

La funzione integranda f(t) é continua nell’insieme (— oo,l)u (1, + oo), ma per X —>1 é

dt, studiarla e tracciare un grafico qualitativo.

integrabile in senso generalizzato (poiché risulta essere un infinito di ordine 1/3),
quindi il dominio di F & tutto linsieme dei numeri reali.
Calcoliamo i limiti alla frontiera del dominio:

lim F(X): lim —dt =+00 poiché l'integranda per X — 4+ tende a +® e

X—>+00 x—>+oo 2 /t —

I'intervallo di 1ntegra210ne € crescente.

X t

Per quanto riguarda lim F( )— lim dt =1 >0 poiché per X — —oo la funzione

S
X—>— oo_l lt_l

1
integranda tende a O con ordine maggiore di qualunque potenza di — con «a >1
XO{

quindi il limite risulta un valore finito; inoltre, poiché la funzione integranda &
negativa e l'intervallo di integrazione ¢ decrescente, il valore del limite risulta positivo.
La retta di equazione Yy =1>0 & un asintoto orizzontale per X — —o0.

Calcoliamo la derivata prima:

eX

F'(x)= , il dominio della derivata prima € linsieme R —il;; analizziamo il
(0-g— B
punto X =1 calcolando i limiti alla frontiera della derivata prima:

X

R N T -
fim B (x) = lim o =40
limF'(x)= lim =0

Xx—1" x—1" 3/ X—=1

concludiamo che il punto X=1 & un punto di cuspide.

Inoltre il segno della derivata prima & positivo per X >1 quindi la F é crescente,
negativo per X<1 quindi la F & decrescente.



Calcoliamo la derivata seconda:

[5)
N 4
F "(X)=— , il segno di F' dipende dal segno del fattore X—§; F é convessa

oy’

4 R 4 4 .
per X > 3’ F é concava per X < 3 ein X :g ha un flesso a tangente obliqua.

Alla luce dei risultati ottenuti il grafico qualitativo della funzione risulta:




ESERCIZI SENZA SOLUZIONE

1. Calcolare la derivata prima per ciascuna delle seguenti funzioni integrali:

1
a) F(X):I t22t dt;

3 € +1
Inx m
b) G(X): m .
F(x)= [-2—d
2. Data F(x)= t
17 +1

a) determinare il dominio;

b) calcolare la derivata prima e la derivata seconda;

c) scrivere il polinomio di Taylor di secondo grado centrato nel punto X=2e
disegnare il grafico nellintorno di x=2.

3. Calcolare il seguente limite:
'[sintzdt
lim -2 -
=0 In{L+ x*)

X
1
4. Data F(x)= dt:
) !:InziZ—t2 )
a) determinare il dominio;
b) calcolare i limiti alla frontiera del dominio;

c) calcolare e studiare la derivata prima e la derivata seconda;
d) disegnare un grafico qualitativo compatibile con i risultati ottenuti.

coo3t

5. Data F(X)=

) J;3\/t2 -1
a) calcolare il dominio;
b) calcolare i limiti alla frontiera del dominio;
c) calcolare eventuali punti di massimo e/o di minimo;
d) indicare eventuali punti di non derivabilita e classificarli;
e) rappresentare un grafico qualitativo compatibile con i risultati ottenuti.

dt:



