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FUNZIONI IN DUE VARIABILI – Ancora sul calcolo differenziale 

 
 
ESERCIZI CON SOLUZIONE 
 
1. Calcolare le derivate parziali seconde delle seguenti funzioni: 
 

a) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െ
ଵ

ඥ଻௫ାସ௬ିଶ
 

b) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lnሺ1 െ ଶݔ െ  ଶሻݕ

c) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ √ଵି௫

௬
 

 

a) ௫݂௫ ൌ െ
ଵସ଻

ସ
ሺ7ݔ ൅ ݕ4 െ 2ሻି

ఱ
మ 

௬݂௬ ൌ െ12ሺ7ݔ ൅ ݕ4 െ 2ሻି
ఱ
మ  

௫݂௬ ൌ ௬݂௫ ൌ െ21ሺ7ݔ ൅ ݕ4 െ 2ሻି
ఱ
మ  

b) ௫݂௫ ൌ െ2
ଵା௫మି௬మ

ሺଵି௫మି௬మሻమ
 

௬݂௬ ൌ െ2
ଵି௫మା௬మ

ሺଵି௫మି௬మሻమ
  

௫݂௬ ൌ ௬݂௫ ൌ
ିସ௫௬

ሺଵି௫మି௬మሻమ
  

c) ௫݂௫ ൌ െ
ଵ

ସ௬
ሺ1 െ ሻିݔ

య
మ 

௬݂௬ ൌ
ଶ√ଵି௫

௬య
  

௫݂௬ ൌ ௬݂௫ ൌ
ଵ

ଶ௬మ√ଵି௫
  

 
2. Determinare la direzione di massima e minima crescita della seguente funzione: 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lnሺݔଶ ൅  .ଷሻ in ሺ2,1ሻݕ3
 
Le derivate parziali della funzione risultano: 

௫݂ ൌ
ଶ௫

௫మାଷ௬య
  

௬݂ ൌ
ଽ௬మ

௫మାଷ௬య
  

Il vettore gradiente nel punto dato risulta: ݂׏ሺ2,1ሻ ൌ ቀସ
଻
,
ଽ

଻
ቁ. 

Dunque la direzione di massima crescita è data dal vettore gradiente normalizzato 

࢞ࢇ࢓ࢊ ൌ
ቀ47 ,

9
7ቁ

ටቀ47ቁ
ଶ
൅ ቀ97ቁ

ଶ
ൌ
ቀ47 ,

9
7ቁ

√97
7

ൌ ൬
4

√97
,
9

√97
൰ 

la direzione di minima crescita è data dall’opposto vettore gradiente normalizzato 



࢔࢏࢓ࢊ ൌ ൬െ
4

√97
,െ

9

√97
൰ 

 
3. Determinare le derivate direzionali delle seguenti funzioni lungo le direzioni assegnate 

nei punti indicati: 
 
a) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ െ 2 in ሺ1, 0ሻ lungo il vettore con direzione di ݔ െ ݕ2 ൌ 0 
b) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݁௫ cos ,in ሺ0 ݕ 0ሻ lungo il vettore con direzione di ݕ ൌ  ݔ2

c) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ඥ|ݔଶ െ ,in ሺ0 |ݕݔ 0ሻ lungo il vettore ቀ√
ଶ

ଶ
, √
ଶ

ଶ
ቁ 

 
a) Si tratta di una funzione polinomiale dunque sicuramente differenziabile, 

possiamo dunque calcolare la derivata direzionale con il gradiente: 
ሺ1,0ሻ݂׏ ൌ ሺ2, 1ሻ  

la direzione è quella di ݕ ൌ
ଵ

ଶ
࢜ quindi ,ݔ ൌ ሺ2, 1ሻ. Dunque: 

݂࢜ܦ ൌ ሺ2, 1ሻ ∙
ሺ2,1ሻ

√2ଶ ൅ 1ଶ
ൌ

5

√5
ൌ √5 

b) Si tratta di una funzione le cui derivate parziali risultano continue nel dominio 
e quindi differenziabile, possiamo dunque calcolare la derivata direzionale con 
il gradiente: 
ሺ0,0ሻ݂׏ ൌ ሺ1, 0ሻ  
la direzione è quella di ࢜ ൌ ሺ1, 2ሻ. Dunque: 

݂࢜ܦ ൌ ሺ1, 0ሻ ∙
ሺ1,2ሻ

√1ଶ ൅ 2ଶ
ൌ

1

√5
ൌ
√5
5

 

c) Le derivate parziali hanno dei problemi di esistenza nel punto ሺ0, 0ሻ, dunque 
procediamo al calcolo della derivata direzionale applicando la definizione: 

݂࢜ܦ ൌ lim
௛→଴

݂ ቆ0 ൅ √2
2 ݄, 0 ൅ √2

2 ݄ቇ െ ݂ሺ0,0ሻ

݄
ൌ			 

ൌ lim
௛→଴

ටቚ12 ݄
ଶ െ

1
2݄

ଶቚ െ 0

݄
ൌ lim

௛→଴

0
݄
ൌ0 

 
4. Scrivere l’equazione del differenziale (cioè del piano tangente) a: 

a) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଷݔ െ ,ଷ in ሺ0ݕ 1ሻ 

b) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ඥݔଶ ൅ ,ଶ in ሺ2ݕ 0ሻ 
 
a) ݂݀ ൌ ݂ሺ0,1ሻ ൅ ,ሺ0݂׏ 1ሻ ∙ ሺݔ, ݕ െ 1ሻ ൌ 2 െ  ݕ3
b) ݂݀ ൌ ݂ሺ2,0ሻ ൅ ,ሺ2݂׏ 0ሻ ∙ ሺݔ െ 2, ሻݕ ൌ  ݔ
 

 


