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OTTIMIZZAZIONE LIBERA 1 
 
ESERCIZI CON SOLUZIONE 
 

1. Calcolare i punti di massimo, minimo o sella delle seguenti funzioni: 
a) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݕଶݔ  ଶݔ െ  ݕ2
b) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଷݔ  ଷݕ   ݕݔ
c) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lnሺ1   ଶሻݕଶݔ
d) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ cos  	ݕ

e) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ඥ1  ଶݔ   ଶݕ

f) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݁ି൫௫
మା௬మ൯ 

g) ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ଵ

௫మାଶ௬మ
 

 
a) Si tratta di una funzione polinomiale e dunque differenziabile (quante volte si 

vuole): 
,ݔሺ݂ ሻݕ ൌ ሺ2ݕݔ  ,ݔ2 ଶݔ െ 2ሻ  
i punti stazionari sono dati risolvendo ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ da cui si ottengono i punti 

൫√2,െ1൯ e ൫െ√2,െ1൯. 
Per determinare la natura dei punti si calcola l’hessiana: 

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ ቂ2  ݕ2 ݔ2
ݔ2 0

ቃ  

Valutando l’hessiana nei due punti si ottiene: 

൫√2,െ1൯ܪ ൌ  0 2√2
2√2 0

൨ e detܪ ൌ െ8 ൏ 0 

൫െ√2,െ1൯ܪ ൌ  0 െ2√2
െ2√2 0

൨ e detܪ ൌ െ8 ൏ 0 

si conclude che i punti ൫√2,െ1൯ e ൫െ√2,െ1൯ sono entrambi punti di sella. 
 

b) Si tratta di una funzione polinomiale e dunque differenziabile: 
,ݔሺ݂ ሻݕ ൌ ሺ3ݔଶ  ,ݕ ଶݕ3    ሻݔ
i punti stazionari sono dati risolvendo ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ da cui si ottengono i punti 

ሺ0,0ሻ e ቀെ
ଵ

ଷ
, െ

ଵ

ଷ
ቁ. 

Per determinare la natura dei punti si calcola l’hessiana: 

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ 
ݔ6 1
1   ൨ݕ6

Valutando l’hessiana nei due punti si ottiene: 

ሺ0,0ሻܪ ൌ ቂ0 1
1 0

ቃ e detܪ ൌ െ1 ൏ 0 

dunque ሺ0,0ሻ è un punto di sella. 

ܪ ቀെ
ଵ

ଷ
, െ

ଵ

ଷ
ቁ ൌ ቂെ2 1

1 െ2
ቃ e detܪ ൌ 3  0 e ܪଵଵ ൌ െ2 ൏ 0 



dunque ቀെ
ଵ

ଷ
, െ

ଵ

ଷ
ቁ è punto di massimo locale. 

 

c) Calcolando il gradiente della funzione si ha ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ቀ ଶ௫௬మ

ଵା௫మ௬మ
,
ଶ௫మ௬

ଵା௫మ௬మ
ቁ, si osserva che 

le derivate parziali sono continue nel dominio e dunque la funzione è 
differenziabile. 
I punti stazionari risultano ሺܽ, 0ሻ e ሺ0, ܾሻ con ܽ e ܾ numeri reali. Calcolando 
l’hessiana si ha: 

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ 

ଶ௬మିଶ௫మ௬ర

ሺଵା௫మ௬మሻమ
ସ௫௬

ሺଵା௫మ௬మሻమ

ସ௫௬

ሺଵା௫మ௬మሻమ
ଶ௫మିଶ௫ర௬మ

ሺଵା௫మ௬మሻమ

  

Valutandola nei punti stazionari si ottiene: 

,ሺܽܪ 0ሻ ൌ ቂ0 0
0 2ܽଶ

ቃ, ݀݁ܪݐ ൌ 0 quindi non possiamo dedurre nulla sulla natura dei 

punti. 

,ሺ0ܪ ܾሻ ൌ 2ܾ
ଶ 0
0 0

൨, ݀݁ܪݐ ൌ 0 quindi non possiamo dedurre nulla sulla natura dei 

punti. 
Per cercare gli eventuali punti di massimo e minimo della funzione procediamo 
studiando il segno nell’intorno dei punti. 
Consideriamo i punti ሺܽ, 0ሻ: 
݂ሺݔ, ሻݕ െ ݂ሺܽ, 0ሻ ൌ lnሺ1  ଶሻݕଶݔ െ 0  
Si nota che lnሺ1  ଶሻݕଶݔ  0 nell’intorno dei punto, infatti: 
lnሺ1  ଶሻݕଶݔ  0  
1  ଶݕଶݔ  ݁  
ଶݕଶݔ  0 è verificata. 
Consideriamo i punti ሺ0, ܾሻ: 
݂ሺݔ, ሻݕ െ ݂ሺ0, ܾሻ ൌ lnሺ1  ଶሻݕଶݔ െ 0  
Analogamente a quanto detto sopra nell’intorno dei punti. 
Possiamo concludere che la funzione ammette infiniti punti di minimo in 
corrispondenza dei punti ሺܽ, 0ሻ e ሺ0, ܾሻ. 
 

d) Il gradiente della funzione risulta ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺcos ݕ , െݔ sin  ሻ, si osserva che leݕ
derivate parziali sono continue nel dominio e dunque la funzione è differenziabile. 
Annullando le componenti del gradiente si ottengono infiniti punti stazionari della 

forma ቀ0,
గ

ଶ
 ݇ ቁ conߨ݇ ൌ 0,1,2,3, … 

Calcolando l’hessiana si ha: 

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ 
0 െ sin ݕ

െ sin ݕ െݔ cos   ൨ݕ

E si osserva che 

ܪ ቀ0,
గ

ଶ
 ቁߨ݇ ൌ ቂ 0 േ1

േ1 0
ቃ il suo determinante è sempre negativo dunque i punti 

stazionari sono tuti punti di sella. 
 

e) Calcolando il gradiente si ha ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ൬ ௫

ඥଵା௫మା௬మ
,

௬

ඥଵା௫మା௬మ
൰, si osserva che le 

derivate parziali sono continue nel dominio e dunque la funzione è differenziabile. 
Annullando le componenti del gradiente si ottiene il punto ሺ0,0ሻ. 



Calcolando l’hessiana si ha: 

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ ൦

ଵା௬మ

ሺଵା௫మା௬మሻඥଵା௫మା௬మ
ି௫௬

ሺଵା௫మା௬మሻඥଵା௫మା௬మ

ି௫௬

ሺଵା௫మା௬మሻඥଵା௫మା௬మ
ଵା௫మ

ሺଵା௫మା௬మሻඥଵା௫మା௬మ

൪  

Valutandola nel punto stazionario 

ሺ0,0ሻܪ ൌ ቂ1 0
0 1

ቃ e detܪ ൌ 1  0 e ܪଵଵ ൌ 1  0 

dunque ሺ0,0ሻ è punto di minimo locale. 
 

f) Analogamente a quanto fatto sopra si ottiene che ሺ0,0ሻ è punto di minimo locale. 
 

g) La funzione è definita continua per ogni ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ. 

Il gradiente risulta ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ቀ ିଶ௫

ሺ௫మାଶ௬మሻమ
,

ିସ௬

ሺ௫మାଶ௬మሻమ
ቁ e le derivate parziali sono continue 

nel dominio, quindi la funzione è differenziabile. Il gradiente si annulla in ሺ0,0ሻ 
punto non appartenente al dominio della funzione. Non esistono dunque punti 
stazionari e la funzione non ammette punti di massimo e di minimo. 
  

 


